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Дифференциальные уравнения кажутся сложными, не так ли? Они и в са-
мом деле сложные. Если честно, когда я ходил на лекции, я тоже не очень-то их 
понимал. Подобно герою этой манги, Даичи Нояма, я мог решать дифферен-
циальные уравнения, но толком не понимал, что я делаю и почему. Я запомнил 
примеры решений и все формулы, решал задания из учебников, но все равно 
было ощущение, что я как в тумане.

Начнем с того, что решать дифференциальные уравнения действительно 
трудно. И так просто решения не найти. Таково распространенное мнение.       
Но на лекциях не дают уравнения, которые нельзя решить. А если известен 
способ решения какого-то дифференциального уравнения, то, значит, можно 
решить любое уравнение такого типа. Любой человек, разбирающийся в мате-
матике, может решить дифференциальное уравнение, если будет следовать 
формулам и примеру уже известных решений. Но, вступая в эту еще не при-
вычную область математики, можно легко увязнуть в формулах и сложных 
преобразованиях и не видеть общей картины. В то время как, если остановить-
ся и осмотреться, можно увидеть величественную картину.

Поэтому эта книга была написана, чтобы стать вашим путеводителем в ми-
ре дифференциальных уравнений, по которому вы будете путешествовать, сле-
дуя рекомендованному маршруту. Эта книга отличается от обычного учебника, 
и она не охватывает всего, что касается дифференциальных уравнений, и в ней 
нет строгости и универсальности, присущей учебникам. Прежде всего просто 
следуйте предложенному маршруту и наслаждайтесь открывающимися вида-
ми. Свободный полет в мире дифференциальных уравнений может доставить 
такие же захватывающие ощущения, как и реальный полет в небе. У людей нет 
крыльев, но они их создали и теперь могут летать по небу. Также и с помощью 
дифференциальных уравнений, как с помощью крыльев, можно свободно «ле-
тать» в мире математики. Я буду счастлив, если эта книга станет для вас толч-
ком для взлета в мир дифференциальных уравнений.

В завершение я хочу от всего сердца поблагодарить сотрудников издатель-
ства Ohmsha, благодаря которым эта книга смогла появиться на свет; SWP, бла-
годаря которому в сценарии появилась богиня цифр, что сделало книгу более 
увлекательной; художницу Адзума Секо, которая проделала большую работу и 
создала детальные иллюстрации к абстрактному миру математики. Эта книга – 
результат командной работы.

Ноябрь 2009 года 
Сато Минору

Предисловие
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Пролог

Богиня Цифр  
из Храма Чисел
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ААА...

Скукотища!!!

Хочется куда-то 
пойти 

развлечься...

Богиня цифр – 
хранительница Храма чисел 

(Возраст не известен)
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Дай-ка мне 
вселиться в тебя.

Я хочу выйти 
из храма.

Эй, Мидзуки!

Никак нельзя, 
госпожа Богиня 
Цифр, это очень 
тяжело для меня.

Мидзуки – служанка  
при Храме чиселДа и кроме того, 

нельзя оставлять 
храм без божества. 

Но ведь  
посетителей нет,  
и мне все равно 
нечего делать… 

Жадина...

Ммм
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А по чьей вине,  
Вы думаете, Вам 
нечего делать?!

С недавних пор пошли 
слухи, что милости от Вас 

не дождаться!

разве Вы хорошо 
делаете свою 

Работу?!
прогуляла

ХРРРР
Ну… 

это….

Моя обязанность -  
охранять этот храм.

А Вы - богиня,  
помогающая в учебе, 
должны как следует 

выполнять свою работу.

ЗАГ РУСТИЛА...

хорошо...

НУ ВОТ, РАССЕРДИЛАСЬ...
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Отлично, я исполню!!! 
Обязательно исполню!!!

Подожди и увидишь!

Ничего  
не поделаешь…

Ну хорошо,  
если выполните 

просьбу следующего 
посетителя, то я,  

так и быть, 

разрешу 
использовать 

свое тело 
на один день.

Правда?!

разобрать,  
чего он хочет…  
Ну да ладно.

Что-то  
не могу 

хлоп

Второкурсник 
Нояма Даичи
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Скажи мне  
свое желание!Ну,

Тебя-то я  
и поджидала,

потерянный 
юноша!

Что?!

Вы… Вы кто?...

Что такое?
Ну… это…. 
как его… 

Это не важно,  
скажи мне  

свое желание!

поумнеть бы...

мне...
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Не прикидывайся!! Но ведь это  
уж слишком, 

просить о таком!А, давай,  
учись как следует!!!

Ой, простите… 
простите…

Госпожа 
Богиня!!

Я дифференциальные 
уравнения ну никак  
не могу понять… 

Молодой человек, 
скажите, почему  
Вы хотите именно 

этого?

Ну, это…

Когда сам  
пытаюсь решать,  
то совсем не 

понимаю, что делать…

Поэтому хотелось 
бы хоть немного 

получше 
соображать…

Ну что ж, 
хорошо.

Я услышала  
твое пожелание.

Хмм...

Мм?

дифференциальные 
уравнения?..
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Так здорово, 
правда, 
молодой 
человек!

Меня зовут 
Мидзуки,  

я прислуживаю 
в этом храме.

А ты уж постарайся 
как следует 
разобраться!

Я объясню тебе 
дифференциальные 

уравнения!

да..

А….  
Я Нояма Даичи.

п...правда?

Ээ...

Что?!..

Богиня?!

а вот эта 
девушка, 

это..?

Хи-хи

НЕУЖЕЛИ?!

Это Богиня 
Цифр, она 

хранительница 
этого храма.

АГА

Я буду очень строгим 
учителем!

другими 
словами,  

она Божество.

ОТЛИЧНО, 
ЗА РАБОТУ!

Хорошо. Будьте 
так любезны!..
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глава 1

Что такое 
дифференЦиальные 

уравнения
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Вот как,

Вы хотите выйти 
из храма, чтобы 

развлечься?

А что  
Вы будете  
делать?

Отдыхать буду, 
что же еще.

Отдыхать? Ах! Я знаю местечко, 
где отличные 
пирожные!

И еще одно, где делают 
такое вкусное парфе  
и япоские сладости!

БОГИНЯ?

Есть всякие вкусности, 
гулять вволю, да?

А-а-а!!  
Хочу скорее 

выйти!

Я смотрю,  
в сладостях  

ты разбираешься 
куда лучше, чем  

в дифференциальных 
уравнения...

Но сперва 
учеба,  

не так ли?

ПИ
РО

ЖНЫ
Е.

.. 

ПА
РФ

Е.
..

М-м-м...
Не  

придирайтесь.
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Давай-ка 
скорее 
начнем. 

Сейчас 
быстренько со всем 

разберемся!

Дифференциальные 
уравнения - это инструмент 
для отображения вашего 
реального мира в мире 

математики.

поэтому...

Будущее?..
если знать 

дифференциальные 
уравнения,

то можно 
видеть будущее.

Ты знаешь,  
что такое  

«симулятор полетов»?

Так вот,  
а ты знаешь,  

как этот симулятор 
работает?

Это тот, который 
в компьютерных 

играх?

Ну,  
я в этом  
не очень 

разбираюсь... 

Как-то компьютер 
это все 

рассчитывает, 
наверное....

Угу, 

а эти рассчеты 
осуществляются...

Ага, 

тот, где ты можешь 
попробовать  

управлять самолетом.
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благодаря 
дифференциальным 

уравнениям!

ЧТО-ТО ПОЯВИЛОСЬ!!!

в
ж
и
х

в
ж

и
х

в
ж

и
х

в
ж

и
х

Ого!!!

Реальный мир

Математика

Другими словами,  
это называется 
"моделирование".  

Полученная модель 
содержит формулы, 

содержащие 
дифференциалы. 

Это и есть 
дифференциальные 

уравнения!

Полет

Модели-
рование

Когда создают 
симулятор полетов, 

первым делом нужно 
реальное явление  

(полет) из реального 
мира отобразить  

абстрактно  
в математике. Модель

Модель

Решение Интер-
прета-

ция

Симуляция полета

Дифференциальные 
уравнения

Дифференциальные 
уравнения

Функция

Функция

Решая 
дифференциальные 
уравнения, получаем 

функции.
...и создаем 

симуляцию полета.
Решение

Вычис-
ления

с помощью 
этих 

функций...

Симулятор 
полета

Глава 1. Что такое дифференциальные уравнения12
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МатематикаРеальный мир

Полет

Cимуляция полета

Погода

Прогноз
Прогноз погоды

Симуляция  погоды

Cимулятор 
полета

Моделирование

Моделирование

Интерпретация

Интерпретация

а осуществив 
симуляцию,  
мы можем 
использовать ее  
в прогнозировании.

ВО ДАЕ Т... 
БОГИНЯ...

Модель

Модель

Решение

Решение

Дифференциальные 
уравнения

Дифференциальные 
уравнения

Функция

Функция

Вычисления

Вычис-
ления

1

1

3

3

вот оно что...

Решая дифференциальные 
уравнения, которые 
моделируют движение 
атмосферы, мы можем 
делать прогноз состояния 
атмосферы в будущем.

И прогноз погоды 

возможен  

благодаря  

дифференциальным 

уравнениям

И в других различных  
областях, например при оценке 
масштаба стихийных бедствий, 
изменения численности населения, 
при расчете эффективности 
рекламы, в прогнозе уровня 
продаж, используются 
дифференциальные  
уравнения.

А также в прогнозировании 
последствий глобального 

потепления.

вот как...

2

2
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Ну как, понял? Что-то понял,  
что-то не очень...

Что такое?

Ну... КАК-ТО  
НЕ СОВСЕМ

Госпожа 
Богиня

НАДЕЮСЬ,  

ВСЕ ПОНЯТНО?
Ч

е
р

т!

Может,  
попробовать 
объяснить  
на каком-то  
примере?

да, это сложнее, 
чем я думала...

КОГДА Ж УЖЕ 
БУДУТ 

ПИРОЖНЫЕ...
ПР

ОСТИ
ТЕ

хммм

планер?

Глянь-ка 
туда.

Глава 1. Что такое дифференциальные уравнения14
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Ну?..

ну,

довольно.

Ты понимаешь, 
почему мы знаем, 
что в конечном 
итоге планер 

приземлится туда,

куда нужно?

Моделирование

Интерпретация

Местонахождение 
планера

Прогноз 
местонахождения 

планера

Модель

Решение

Дифференциальные 
уравнения

Функция 
местонахождения 

планера в зависимости 
от времени

Вычис-
ления

1

3

2  решаем 
дифференциальные 
уравнения в этой 
математической 

модели.

1  сперва 
моделируем 

движение планера.

3  используя полученные 
функции, мы можем узнать 
местонахождение планера 
и в прошлом, и в будущем.

2

в прошлом  
и будущем.... и все это благодаря 

дифференциальным 
уравнениям

благодаря 
дифференциальным 

уравнениям?

Решение

Дифференциальные 
уравне

Функция 
местонахождения 

планера в зависимости 
от времени

ага.

 15
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слушай 
дальше.

мы знаем закон 
движения объекта.

Это Закон Движения 
Ньютона.

вот он.

m – МАССА ТЕЛА
a – УСКОРЕНИЕ ТЕЛА
F – СИЛА, ПРИЛАГАЕМАЯ К ТЕЛУ

если выразить  
ускорение через изменение 
местонахождения объекта  
в зависимости от времени, 

то...

вот и получаем 
формулу, которая 

содержит 
дифференциалы!

Ускорение

другими словами,  
мы выразили с помощью 

дифференциального 
уравнения закон 
движения тела!

Глава 1. Что такое дифференциальные уравнения16
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Вот так легко мы 
смоделировали 

движение планера!

ведь если в уравнение 
входят дифференциалы, 

это и есть  
дифференциальное 

уравнение.

Вот эта  
простенько 
выглядящая 
формула - 

на самом деле 
прекрасное 
дифферен-

циальное 
уравнение!

Э-э-э...

И теперь с помощью 
дифференциального 
уравнения мы можем 

определить 
местонахождение планера 
и в прошлом, и в будущем!

Полет

Модель (дифференциальное 
уравнение)

ну как?  
скажи, здорово?!!

Хм... 
правда?...
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И что тут так 
"здорово"?...

Богиня думает,  
что из ее объяснения 
дифференциальных 

уравнений

все уже должно 
быть понятно.

НЕ 
ПОНИМАЮ...

Почему он не понимает?..
Взяла такой простой 
и изящный пример...

Госпожа 
Богиня, 

а может быть, 
попробовать решить 
дифференциальное 

уравнение?

Госпожа Богиня 
никак не может 

преодолеть стену 
реального мира, 

а господин Даичи - 
стену мира 
математики...

Но господину Даичи 
этого пока 

не достаточно... 

хм...  
ты думаешь?...

ну-ка, попробуй 
решить это:

m x
t

Fd
d

2

2 =

Глава 1. Что такое дифференциальные уравнения18
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m x
t

Fd
d

2

2 =

вж
их

В дифференциальном 
уравнении мы должны 
получить в результате  
не число, а формулу!!!

так...  
m - это масса тела... 

чему же 
равна масса?...

Эй!!

Это тебе  
не обычное уравнение, 

чтобы решать его,  
подставляя числа!!ОБ 

ЭТО
М  

НЕ
 ГО

ВОРИ
ЛО

СЬ
...

Ах, да...

Функция x(t)  
есть внутри 

дифференциального 
уравнения, 

и она 
продифференцирована, 
а значит, как можно 

найти ее саму?

Сейчас, зная формулу 
закона движения

мы ищем  
функцию x(t).

Обратные операции

деление

дифферен-
цирование

умножение

интегриро-
вание

Интегрирование -  
это обратное действие.

Аа!!! 

Нужно  
проинтегри-
ровать, да?!

Для решения 
дифференциальных 

уравнений нам нужно 
знать интегрирование!

Верно.

,

 19
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Подъемная сила

Сила 
сопротивления

Сила тяжести

Итак,

если планер планирует 
с постоянной скоростью, 
то силы, воздействующие 

на него, находятся 
в балансе.

Направление движения силы тяжести 
и сопротивления, силы тяжести 
и подъемной силы, все находятся 
друг с другом в балансе.

v и x0 -  
это константы. Здорово!

Получили 
функцию!

Другими словами, 
суммарное 
воздействие сил 
равно нулю,  
и в формуле 
движения силу F 
можно заменить 
на нуль.

и вот что 
мы в итоге 
получаем.

И теперь,  
если хочешь узнать 

местонахождение планера 
хоть в прошлом, хоть 

в будущем, нужно всего 
лишь подставить значение 

времени.

В этой функции 
переменная t выражает 

момент времени. 

Момент времени

Зная момент времени, 
мы легко вычисляем 

местоположение.

Глава 1. Что такое дифференциальные уравнения20
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этот планер...
...через 10 секунд 
будет вот тут.

Через  
10 секунд

Через  
10 секунд

Через  
10 секундСейчас

уХ ты! Здорово!

скажи, да!

И ПРАВДА!!

 21
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Моделирование

Модели-
рование

Интерпретация Вычисления

1

3 2

Модель (дифференциальное 
уравнение)

Решение (функция)

Симуляция полета

Полет
Таким образом 

можно проверять 
решения. 

Если полученные 
результаты начинают 

расходиться,  
то нужно еще раз 

вернуться 
к моделированию 

и подумать, 
как сделать модель 

более точной.

Явление

То
чн

ос
ть

П
ро

ст
от

а

Описание 
явления

Описание 
явления

Описание 
явления

Модель 
(дифференциальное 

уравнение)

Модель 
(дифференциальное 

уравнение)

Модель 
(дифференциальное 

уравнение)

Решение  
(функция)

Решение  
(функция)

Решение  
(функция)

ЕСЛИ ОПИСАНИЕ НЕ ТОЧНОЕ

ЕСЛИ ОПИСАНИЕ НЕ ТОЧНОЕ

Вычис-
ления

Интер-
претация

Интер-
претация

Интер-
претация

Вычис-
ления

Вычис-
ления

ух...
вот таким 

вот образом.
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Симуляция полета

Симуляция полета

Поэтому если, например, 
нам нужно учесть 

движение воздуха вокруг 
планера, то модель станет 

более сложной 
и детальной.

От того, какой точности 
модель используется, 
зависит то, с какого 

расстояния мы смотрим 
на планер.

В этом примере  
мы смотрели издалека,  
не учитывая формы 

самого планера,  
а рассматривая его 

только как движущуюся 
в пространстве точку.

Это зачем?

Сложновато...

а-а-а...Затем, что мы  
не можем 

игнорировать  
форму аппарата.

Моделирование - 
это практика.

Тут необходим глаз, 
способный как следует 
наблюдать за явлением 

в реальном мире...

...и знания,  
позволяющие определить, 

какую модель нужно 
использовать, чтобы 

получить необходимый 
результат!
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А... что нужно 
для начала?

Я расскажу тебе  
о различных моделях, 

описывающих классические 
случаи, и будет хорошо, 

если ты научишься  
их применять.

Ты должен 
будешь 

научиться решать 
похожие задачи.

так ты Будешь изуЧать 
взаимосвязи реального 

мира с миром математики!!!

Ну, что нужно 
ответить?

х-хорошо!

...реального 
мира...

Желаю 
успехов!

...с миром 
математики...

Глава 1. Что такое дифференциальные уравнения24
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глава 2

основная  
теорема анализа
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Прошу помощи 
на следующем 
тестировании.

Пожалуйста,  
пусть у меня  
на экзамене  

будут хорошие 
результаты.

Пожалуйста,  
пусть у меня снизится 

давление, и пусть 
магазин процветает,  

и жена пусть вернется...

Учись 
лучше!

Учись 
лучше!

не По адресу 
Пришел!!

Отвечайте, пожалуйста, 
повежливее всем,  
кто бы ни был!

Что Вы делаете,  
у нас и так совсем 
мало посетителей?

Не    понятно    

разве!!

Госпожа 
Богиня!

Будьте хоть 
немного 

сердечнее...
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Однако,  
где же  

этот парень?

Надо  
быстренько со всем 
разобраться и пойти, 
наконец, в тур по 
кондитерским!

Эти люди...  
у них у всех  

какие-то проблемы.

Ну так это  
и есть Ваша работа, 

выслушивать  
их проблемы,  
не так ли?!

Вы 
о господине 

Даичи?

Какой-то вид у нее 
отсутствующий...

А!

Помогает мне  
с уборкой храма.

Он уже 
давно 
пришел.

Госпожа Богиня, 
добрый день!

...хм.
Такой весь 

из себя 
хороший.

Ну, давай скорее 
продолжать!
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Чего?

Извините, я хотел 
спросить, а почему 

можно моделировать, 
используя 

дифференциальные 
уравнения?

Это...

...ты, вообще, 
понимаешь, что 

такое производная 
и интеграл?

Благодаря основной 
теореме анализа .

ОХ

РрррррНикуда  
не годится...

Прежде чем приступать 
к класическим моделям 
и дифференциальным 
уравнениям, нужно 
как следует уяснить 
основные понятия!!!

ПРО
СТИ

ТЕ ...да

Глава 2. основная  теорема анализа28
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1. функции, переменные 
и графики

Для математического 
моделирования 

используются функции, 
так же как я использовала 

в объяснении накануне.

Если коротко,  
то функция 
показывает 

зависимость одного 
параметра (y) 

от другого (x).

бамТо есть  
если мы знаем х, 
то по какому-то 

правилу

мы можем 
найти и у.

Ну, это же 
богиня, 

она  
и не такое  

умеет
Откуда вдруг все 
это появляется?

Скорость

Темпер атура

Буквой v обозначают 
скорость (от слова velocity), 

а буквой T - температуру 
(от temperature), 

таким образом  
даются обозначения, 
отражающие смысл 

параметра.  

Для обозначения 
функции часто 
используется 

буква f 
(function).

Однако 
в математическом 
моделировании 
и другие буквы 

тоже часто 
используются.

вот оно что!

Теперь все 
понятно

1. функции, переменные и Графики 29

 

                            13 / 24



о том, какие слова  
в мире математики 
отражают понятия  
из реального мира.

Теперь 
подумаем 

...эй, не надо делать 
лицо, как будто 
не понимаешь,  

о чем идет речь!

Разве мы уже  
не начали переход 
в мир математики?

РАСКУСИЛА!!А-а...О чем 
это?

ДАВ
АЙ

 

ПО
СЕ

РЬ
ЕЗ

НЕ
Е!

!

Да-да!!

вот она 
о чем.

Ага... 
В функции  

y = f(x) 
х и у - это 
переменные.

Переменные - 
это буквенные 
обозначения, 

которые могут 
принимать 
различные 
числовые 
значения.

Пере-
менная

Пере-
менная

ЭТО-ТО  

Я ПОНИМАЮ

Переменная может 
быть любым числом, 

как джокер  
в картах!

Например,  
это математическое 

выражение 
у = f(х)

означает,  
что переменная у 
является функцией  
от переменной х.

Вот как
!! Функция от 

переменной х

Да уж, привел 
пример...

Глава 2. основная  теорема анализа30
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Значение х может 
меняться как угодно, 
но когда значение х 

меняется, то и значение 
у меняется следом 

за ним.

Что это 
значит?

Но тут нужно быть 
внимательным.

Хотя и х, и у - 
переменные, но их 
положение совсем 

разное. 

Я 
меняюсь, 
как хо чу!

Ну,  
тогда и я 
меняюсь!

х (хозяин)

y 
(слуга)

Прямо как 
сейчас мы 
с тобой!

Давай-
давай, 
учись!!

Поэтому 
х называют 
независимой 
переменной,

а у - зависимой 
переменной.

Независимая  
переменная тут как 
хозяин, а зависимая 

переменная как слуга, 
поэтому отношения 
между ними можно 
назвать отношениями  

хозяина-слуги.

хи-хи

да-да !!

угу...

Числа, обозначающие 
позицию, называют 

координатами,  
для их обозначения  
часто используют  

буквы х, у и z.

...ну, а как 
насчет 

отношений 
между Вами, 

Богиня, 
и Мидзуки?

Так, давай подумаем,  
какие переменные нам 

нужны для моделирования 
движения планера!!

Направление движения 
планера обозначим 

осью х.

Если  
не будете  

как следует 
работать,  

то и развлекаться 
не будете!

Ага, на мой  
вопрос-то  
не ответила!

да, прости...

ну и как?

Направление движения планера
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следующее - 
время.

Предположим, что планер 
летит со скоростью 25 м/с.

Тогда изобразить  
движение планера  

мы можем, показав, как 
изменяется его положение  

с течением времени.

Время мы будем 
отображать на 
оси t (от time).

Место
положение Время

"Если меняется время,  
то следом меняется 

местоположение" или "если 
меняется местоположение, 

то следом меняется время"?

Если так 
сформулировать, 

то сразу 
должно быть 

понятно.

Итак, чтобы найти функцию 
для моделирования 
движения планера,  

мы должны определить, 
какая из переменных х и t 

независимая, а какая 
зависимая. 

Тебе понятно, 
какая будет 

какой?
Какая же 

тут - 
хозяин?..

Хмм??

А! Точно!

Когда говорят  
об отношениях 
"хозяин-слуга", 

используют термин 
"зависимость".

Именно!

Назовем это  
более складно - 

зависимость 
местоПоложения 

от времени .

Время t  независимая 
переменная

Местоположение х  
зависимая переменная

Вот так 
будет, да?

ПОНЯТНО

Глава 2. основная  теорема анализа32
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таким образом, 
используя обозначение 
функции, отношения 
"хозяин-слуга" между 

переменными,

мы можем 
записать вот таким 

вот образом.

Если вставим значение 
времени, получим 

значение 
местоположения. 
Поэтому f можем 
заменить на х...

...и вот что 
получим.

Попробуй теперь 
отобразить движение 

планера.

Правильно!

И если графически 
изобразить зависимость 

местоположения 
планера от времени...

так...
планер летит со 

скоростью 25 м/с, 
то есть если х - 
это метры, а t - 

секунды,  

то получаем  
х(t) = 25t, 
верно?

Местоположение планера

Время

м

с

Получится  
вот такая прямая.

Этот график  
показывает  

функцию х(t), которая  
и отображает 
зависимость 

местоположения 
планера х  

от времени t.

при движении  
из прошлого в будущее  
на каждую секунду 

времени местонахождение 
планера удаляется на 25 м.

Если нарисовать 
график, то  

с одного взгляда 
все становиться 

понятно...
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теперь 
обозначим уклон 
графика как а.

Треу
голь

ник 
х? 

Треу
голь

ник 
t?

В математике  
это называется  

угловой 
коэффиЦиент!

Тогда а - это отношение 
изменения графика по вертикали 
(Δх) к изменению графика  
по горизонтали (Δt),  
то есть Δх/Δt.

треугольник?

Дельта

На всякий случай хочу 
обратить ваше внимание, 
что дельта не является 
переменной, и поэтому 

в дроби она 
не сокращается.

Это греческая 
буква "дельта".

Она означает 
изменение 
между 

значениями 
переменной.

Ага...

Если наш график увеличит 
угол наклона, это будет 
означать, что скорость 

стала больше, чем 25 м/с.

Ну и само собой, 
если скорость 
снизится, то 

будет вот так...

Все ясно?
В нашем случае а - 

это скорость, не так ли?

 И она у нас  
равна 25 м/с.

м м

с с

Быстрее

АГА

Глава 2. основная  теорема анализа34
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м

с

А как мы можем узнать 
точное значение скорости, 

если у нас есть только 
график?

Верно!
Вычисляем отношение 

изменения 
местоположения  

к изменению времени 
(Δx/Δt), учитывая 

единицы измерения!

м

с

Делением!

ЗНА
Ю

!!

Время t в нашем примере 
измеряется в секундах (с), 

местоположение в метрах (m), 
а значит, скорость у нас будет 

в метрах в секунду (m/с).

МЕ Т РЫ В СЕКУНДУ
СЕКУНДЫ

КИЛОМЕ Т РЫ
КИЛОМЕ Т РЫ В ЧАС

ВРЕМЯ

МЕ Т РЫ М/СС

КМ КМ/ЧЧ

М

Если же время  
будет в часах (ч),  

а местоположение в километрах 
(km), то скорость будет  

в километрах в час (km/ч).

А на нашем примере b  
показывает ПервонаЧальное 

местоПоложение.

Посмотрите сюда,  
b показывает величину отрезка, 

отсекаемого на вертикальной оси 
координат нашей прямой. Это если  

в математических терминах.

b

Другими словами,  
b показывает, где находился 
планер в тот момент, когда 

мы начали отслеживать  
его передвижение.

О-О-О!

1. функции, переменные и Графики 35
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Чтобы перейти  
в мир математики, 
следует научиться 

обобщать. Обобщать?

Если выразить наклон 
прямой и отсекаемый 
на вертикальной оси 

отрезок

не конкретными 
цифрами, а буквами, 
то мы получим более 

универсальную 
формулу:
х = at + b.

Да, потому что 
это выгодно.

Например,  
если мы запишем  

скорость планера как  
25 м/с, то так мы сможем 

описать только один 
вариант его движения.

И не только это! 
И скорость планера,  
и скорость машины,  

и скорость велосипеда, 
и даже, например, 

почасовая зарплата  
на разных работах - 

в мире математики 
могут обозначаться 
одинаково и иметь 

одинаковые свойства!

Однако если мы 
обозначим скорость 
буквой v, то так мы 
сможем выразить 
любое значение 

скорости!

И это одно  
из достоинств  
математики!

25 м/с

Глава 2. основная  теорема анализа36
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Мир математики

Смоделиро-
ванный планер

Вычис-
ления

Реальный мир

Модель
Планер

Переменные

В мире 
математики не 
нужно каждый 
раз выяснять,

что 
первоначально 
обозначала 

каждая 
переменная. А когда нужно  

объяснить математические 
результаты применительно  
к реальному миру, тогда 

необходимо вернуть  
переменным конкретность...

достаточно  
просто следовать 
математическим 

законам.

...и вспомнить,  
что выражает 
каждая из них.

Мне кажется,  
я теперь понял,  
зачем нужно 

математическое 
моделирование...

Вот оно что.
Идем 

дальше.

В мире математики  
есть функции, которые 
используются часто. 
У каждой из них есть 

свое название.

Мы рассмотрим  
самые популярные  

из них. А также изучим, 
как они выглядят 

графически.
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 Экспоненциальные функции

Монотонно возрастающая или монотонно убывающая

Если а – это константа, то функция вида

у(х) = ах

называется экспоненциальной.
Как ведут себя экспоненциальные функции, 

показано на картинке справа.

Функция будет экспоненциальной при любом значении а, но в дифференциальных 
уравнениях нам особенно важно следующее значение:

Подставив это значение, называемое е, мы получаем функцию:

y(x) = ex.

Представленное здесь число е называют также числом Непера. 
Далее представлены основные свойства экспоненциальных функций:

График функции ех 

Глава 2. основная  теорема анализа38
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 Логарифмические функции

Постоянно возрастающая или убывающая с постепен
но замедляющимся темпом

График функции logех 

Функция, обратная экспоненциальной функ-
ции, называется логарифмической.

Другими словами, если, преобразуя следующую 
формулу:

x = ay,

мы напишем формулу для нахождения у:

y(x) = logax,

то как раз получим логарифмическую функцию.
Как ведут себя логарифмические функции, по-

казано на картинке справа.
Константа а здесь называется основанием логарифма. Ес-

ли а равно 10, то такой логарифм log10x называется десятич-
ным, если же а равно е, то такой логарифм logex называется 
натуральным.

В работе с дифференциальными уравнениями нам чаще 
всего будут нужны именно натуральные логарифмы. Нату-
ральные логарифмы упрощенно записываются вот так:

y(x) = ln x.

А основные свойства логарифмов:

выглядят вот так.

1. функции, переменные и Графики 39
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 Тригонометрические функции

То возрастают, то убывают

Выраженные следующим образом соотношения сторон и угла прямоугольного тре-
угольника (смотрите картинку ниже):

определяют тригонометрические функции. Эти функции являются периодическими 
с периодом, равным 2π. Поэтому они часто используются для моделирования перио-
дически повторяющихся процессов. 

А из теоремы Пифагора получаем следующее равенство1:

cos2x + sin2x = 1.

Если же теперь мы обозначим:

p = cos x,   q = sin x, 

то получим равенство:

p2 + q2 = 1,

и в этом случае p и q будут соответствовать координатам окруж-
ности с радиусом 1 на плоскости.

Cтороны и углы 
прямоугольного 
треугольника

Графики тригонометрических функций. Слева sin x, справа cos x

1  Используя формулу Эйлера можем записать так: cos2x + sin2x = ((eix + e–iz)/2)2 + ((eix – e–iz)/2i)2 = 
(e2ix + e–2ix + 2)/4 – (e2ix + e–2ix – 2)/4 = 1.

Глава 2. основная  теорема анализа40
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 Гиперболические функции

Их свойства похожи на свойства тригонометрических 
функций

Хотя с первого взгляда кажется, что экспоненциальная и тригонометрическая 
функции никак между собой не связаны, но, исходя из формулы Эйлера2

e±ix = cos x ± i sin x,
оказывается, что благодаря комплексным числам между ними существует неразрыв-
ная связь. Если использовать формулу Эйлера вот так:

то эта связь становится очевидной. Функции, которые определяются формулами, 
очень похожими на предыдущие, называются гиперболическими.

Вот эти формулы гиперболических функций:

.

Они проиллюстрированы на картинке справа. 
Преобразуем формулу и вот что получаем: 

Если теперь мы обозначим p = cosh x, а q = sinh x, 
то получим, что р2 – q2 = 1.

А p и q будут соответствовать координатам гиперболы на плоскости. Поэтому cosh 
называется гиперболическим косинусом, а sinh – гиперболическим синусом (у нас 
они чаще обозначются как ch и как sh). Но хотя названия и похожи на тригонометри-
ческие функции, и некоторые общие свойства у функций есть, но все-таки эти функ-
ции совсем разные.

Графики гиперболических 
функций. Слева функции – sinh x, 

справа – cosh x

2  Экспоненциальную и тригонометрическую функции каждую по отдельности можно разло-
жить в ряд. И тогда в случае, если х = π, получаем мистическую формулу еiπ + 1 = 0, которая 
связывает между собой числа е, π, 1, i и 0. Это удивительно, что если иррациональное число е 
возвести в степерь иррационального числа π, умноженного на мнимую единицу i, и прибавить 
к полученному результату 1, то в итоге получим значение 0.

1. функции, переменные и Графики 41
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2. дифференциалы
Но ведь  

в действительности 
он может то 

ускоряться, то 
замедляться, так?

До этого мы считали, 
что скорость планера 

постоянная.

Угу.

Постоянная скорость

Низкая скорость
Высокая скорость

Да, 
действительно!

В реальном мире  
не существует  
такого планера, 
который мог бы 

лететь с постоянной 
скоростью.

Потому что  
в таком случае  
он не мог бы  
ни взлететь,  

ни приземлиться.

Рассмотрим ситуацию, 
когда маршрут полета 
проходит по прямой, 
а скорость меняется.

Поэтому, чтобы приблизить 
модель к реальности,  
нужно учитывать, что 

объект движется  
по-разному.

Понятно.
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На горизонтальной оси 
отмечаем время t,  

на вертикальной оси 
местоположение планера х,  

и получаем вот такие кривые.

Тут прям 
как пьяный

Постепенно ускоряется Постепенно замедляется То ускоряется,  
то замедляется

И как же нам теперь 
выразить скорость 
планера, если она 

меняется?

в каком же 
месте мы будем 

считать этот 
коэффициент?

Скорость выражается 
наклоном графика,  
то есть ее можно 

рассчитать как угловой 
коэффициент (Δx/Δt).

хммм...

Ооо!

Отлично 
подмечено!!

Но...

То есть  
его значение  

не постоянно, так?

Но когда скорость 
меняется и график 
становится кривой, 

то угловой коэффициент 
тоже меняется 

при изменении времени. 

Когда скорость была 
неизменной и график 
был прямой линией, 
все было просто.

2. дифференциалы 43
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В этом 
случае 

измененное 
время...

...мы делаем 
как можно 

меньше.

т
ы

д
ы

щ

Бац

Время
Время

И если  
в конце концов 
мы сократим 
изменение 
времени  
до нуля...

В этом случае 
угловой 

коэффициент 
приближается 

к фиксированному 
значению.

...то в этой точке 
угловой будет равен 

угловому коэффициенту 
касательной, 

проходящей через  
эту точку.

Получилось!

Если изменение времени (Δt) 
равно нулю,  

то в знаменателе дроби  
Δx/Δt мы получаем нуль,  
что делает вычисления 

невозможными.

Однако  
здесь у нас 
появляется 

математическая 
проблема.

А?
а что же 
делать?

ох,

ну... нельзя

Глава 2. основная  теорема анализа44
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В математике  
такое число, к которому 

стремится значение 
переменной...

Если нельзя 
сделать Δt  

нулем, 

УМЕНЬШИТЬ 

ДО ПРЕДЕЛА

то можно  
его 

максимально 
приблизить  

к нулю.

Нуль

Нуль

...называется Пределом .

Бам
Теперь можно 

делать 
вычисления!

Вот так это 
записывается!

(в случае, если стремится к нулю)

Кажется,  
мы отклонились 

от темы,  
не так ли. Никуда мы не 

отклонились, 
все как раз  

по теме.

Что ты там 
болтаешь!

И мы смогли 
связать реальный 

мир с миром 
математики!

Благодаря этому 
теперь у нас есть 

только один 
угловой 

коэффициент.
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Итак,

Это 
записывается 

вот так.

В нашем случае  
мы вычисляем 

изменение 
местоположения 

объекта по отношению 
к изменению времени 

(Δx/Δt), когда 
изменение времени 

(величина Δt)  
стремится  
к нулю.

теперь применим 
немного чистой 

математики.

Вот это 
обозначение lim 
перед дробью

Изменение местоположения 
относительно времени

Изменение времени (Δt) стремится к нулю

ВЖИХ

Используя  
функцию зависимости 

местоположения  
от времени х(t)...

Кроме того, изменение 
местоположения (Δx) 

показывает, на сколько 
продвинулся объект 
с момета времени t 
до момента времени  

t + Δt.

...мы получаем 
вот такое 
уравнение.

происходит  
от слова limit  
и обозначает 

Предел.

И если теперь в формуле 
для нахождения предела 
функции мы заменим 
изменение 
местоположения (Δх)  
  на это выражение...

...то вот что 
мы получим.

И записывается 
производная  

вот так, 
с использованием 

символа d. 

ПА
М

Это называется 
производной функции 

х(t) в момент времени t.

Глава 2. основная  теорема анализа46
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то бывает,  
запись функции х(t) 
сокращают и пишут 

только х.

Если это неудобно - 
каждый раз показывать 
зависимость функции  

от времени,

дифференЦирование 
х(t) По t.

В математике эта 
операция обычно 

называется

А если хотите 
записать еще проще,

Э-Э...

то вот так тоже можно!

ди-икс на ди-тэ?

Это читается просто 
как "ди-икс по ди-тэ".

 здесь d - это 
не переменная, 

и ее нельзя 
сокращать!

Нет, это 
просто так 

записывается 
дифферен-
цирование 

функции х(t).

потому что это 
не дробь, да?

А-а, 

2. дифференциалы 47
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А теперь мы 
посмотрим, 
что угловой 
коэффициент 
Δx/Δt и 
производная 
dx/dt...

...обозначают  
в реальном мире.

Скорость  
в момент  
времени

Средняя 
скорость

Касательная

А Δx/Δt показывает 
среднюю скорость  

за промежуток времени Δt.

Как можно увидеть  
на графике, dx/dt 

показывает скорость  
в момент времени t.

МЕ Т РЫ В СЕКУНДУ

М/С

УГУ

КАК И РАНЬШЕ,  

МЕ Т РЫ В СЕКУНДУ

Хотя мы и берем 
предельное значение, но 
мы все так же получаем 
метры в секунду (m/с).

Кроме того, при 
дифференцировании 
единицы измерения 

не меняются.

Глава 2. основная  теорема анализа48
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Так, если скорость, 
найденную с помощью 
производной функции 

местоположения х  
по времени t,  

мы обозначим как v, 

то скорость можно 
также записать как 

функцию от времени,  
то есть v(t).

(Скорость)

(Время)

Функция v(t)  
будет называться 
сложной функцией 
от функции x(t).

Так как это функция, 
мы можем изобразить 

ее на графике. 

На горизонтальной 
оси отложим время 
t, на вертикальной 
оси - скорость v.

вот что 
получится.

График скорости,  
когда она постоянна

График скорости, когда она 
пропорциональна времениЕсли скорость 

постоянна,  
то функция будет 

параллельна 
горизонтальной оси 

абсцисс. Если скорость 
меняется 

пропорционально 
времени, то функция 

будет наклонной 
прямой.
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И мы можем ее  
еще раз продиффе-

рен цировать по 
времени.

Что?!

Сложная функция 
скорости от функции 

x(t)...

...является 
производной 
функции x(t)  
по времени t.

Еще раз?

Это 
скорость.ну... 

это...

Разве ты  
не должен  
это знать?

Что за 
удивление?

А-а...  
ну да...

а это - 
ускорение!!

Сложная функция 
1го порядка

Сложная функция 
2го порядка

Это можно 
записать 

более просто.

то есть  
эта 2 показы-
вает, что нуж-

но два раза 
продифферен-

цировать,  
так?

Будьте  
внимательны, хотя 
запись и похожа  
на возведение  

в степень, но смысл 
тут совсем другой! Да,  

все верно!

Кстати, число 
дифференцирования 

соответствует 
порядку сложной 

функции.Вот возведение в степень!!
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А сейчас оставим на время планер и немного займемся дифференциальными вы-
числениями, хорошо?

Хорошо!

Мидзуки, ты прямо рвешься в бой, да?

Существуют разные правила дифференцирования функции f(t). Рассмотрим не-
которые из них на примерах.
Для начала рассмотрим случай с константой:

f(t) = 1.

Cледуя определению производной:

,

в результате получаем нуль.
Далее рассмотрим случай, когда функция пропорциональна аргументу (t).

f(t) = t.

Следуя определению производной, получим:

Когда функция пропорциональна аргументу в квадрате:

f(t) = t2,

в этом случае:

В результате получим функцию 2t.

Ну что, более ли менее усвоили?

Хм...

2. дифференциалы 51
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Может, если записать подряд, будет более понятно:

Ага! Теперь проще запомнить...

Теперь мы можем воспользоваться преимуществом мира математики и обоб-
щить пример. Так, если мы заменим конкретное число в показателе степени на 
переменную n, то получим:

f(t) = tn.

Здесь преобразования будут немного сложными, но:

Получим функцию3 от t в степени (n – 1):

Это так называемая формула дифференцирования:

Да?

3  Когда в формуле встречается «...», это показывает, что есть сокращенные элементы. Так как n – 
переменная, то мы не можем знать точное количество элементов и не можем записать их в фор-
муле. В этом случае в формуле ставится многоточие, означающее, что мы хоть и не можем запи-
сать, но понимаем, что там пропущено. 

Глава 2. основная  теорема анализа52
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Формулы – это удобные математические инструменты. Благодаря формулам нам 
не нужно каждый раз делать вычисления с самого начала. В этом можно убедить-
ся, если вывести какую-то формулу самому. Зная формулы, не нужно каждый 
раз прокладывать новую дорогу, так как уже найден путь, ведущий к цели, кото-
рым может воспользоваться любой.

Любой?

Да. И это важный момент. Математические вычисления порой выглядят слож-
ными, но на деле оказываются гораздо проще. 
В учебниках вам встретятся различные формулы дифференцирования, обяза-
тельно попробуйте вывести их самостоятельно.

Вот, например, некоторые из них.

(2.1)

А ниже представлены основные свойства дифференцирования:

(2.2)

Ага, ага.

2. дифференциалы 53

 

                            13 / 24



Мидзуки 
действительно 
вошла во вкус...

3. интегрирование

Ага.

Благодаря  
производным мы теперь  

знаем функцию v(t), 
выражающую скорость через 
функцию х(t), выражающую 
местоположение планера.

Вернемся  
к планеру.

 подумаем,  
как найти функцию х(t), 

выражающую 
местоположение, если  
мы знаем функцию v(t), 

выражающую  
скорость.

А теперь 
наоборот,

Для начала 
рассмотрим 

ситуацию, когда 
скорость планера 

постоянная.

...расстояние равно 
скорость, умноженная 

на время, так?

Время
СкоростьПройденное  

расстояние

 можно 
выразить как 

l = vΔt.

Если скорость 
фиксированная и равна v, 
то с момента времени ti  
до момента времени tf  
за промежуток времени 

Δt = tf – ti
длину расстояния l  
(length), на которое 
продвинулся планер,

Хмм,  
то есть... Да, верно...

Глава 2. основная  теорема анализа54
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График пройденного расстояния  
в случае фиксированной скоростиПосмотрим 

на графике.

Пройденное расстояние 
равняется площади 
прямоугольника, 
ограниченного 
значениями времени ti  
и tf  и функцией v(t)

графически

Расстояние l будет 
соответствовать 

площади вот этого 
прямоугольника.

Ух ты!  
Вот оно как!

рассмотрим 
другой 
пример.

Хорошо,Если мы сможем 
обобщить эту ситуацию, 
то для любой скорости, 

найдя площадь 
полученной фигуры, 

мы сможем вычислить  
и пройденное расстояние.

Да!

М
не бы  

тоже надо 

поднапря ч ься...

О-о-о!
Вот это 
рвение!

3. интеГрирование 55
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Как мы 
поступим?

Если скорость планера 
пропорциональна времени

v(t) = at,

Хмм, тогда...

Ааа!!!
(злится)

Нужно перемножить 
катеты и разделить 

на 2, так?

Нужно действовать  
так же, как в случае  

с дифференцированием. 
Промежуток времени  

Δt - это ключ!

Так же не получится 
общей формулы!!

Площадь 
треугольника

Тут все 
понятно

Будем 
использовать 

способ 
нахождения 
площади,  

как в случае  
с фиксированной 

скоростью.

Если вот  
таким образом  

разбить фигуру на 
прямоугольники, то  
с уменьшением их 
ширины постепенно 
будем приближаться  

к тому, когда
v(t) = at.

Глава 2. основная  теорема анализа56
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ших

ших

ших

б
л

е
с

к

...режем на 
тонкие кусочки.

вот так вот...

Если сложить  
все эти n маленьких 
кусочков, которые  
у нас получились 
после нарезки, то 
получим вот такую 

формулу:

Как у вас здорово 
получается!хи-хи

Режем 
мелкоРедька дайкон

Тройка 
наоборот?А это что 

за знак?

Называется просто "S", 
от "sum", и означает, 

что нужно 
просуммировать.Сигма

Верно,  
это означает,  

что мы должны 
посчитать сумму всех 
элементов vjΔt для 

каждого j от 1 до n.

Это греческая 
буква сигма.

А теперь...
А теперь, чтобы 
минимизировать 
различия между 
кусочками, мы 
увеличим их 
количество  

до бесконечно 
большого числа!

Что теперь 
делать с этим 

дайконом?

Может
е 

съе
сть

Полу
чил

ся 

сал
ат

 из
 

ред
ьки

!

О-О!

ОЧЕНЬ МЕЛКО
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Возьмем лимит 
функции при n, 
стремящемся  

к бесконечности.

Оставьте на 
время редьку.

...записывается 
вот так!

Тогда это...

У него такой 
умный вид, да?ИнтегралТеперь  

какой-то 
длинный знак 

появился!

Этот знак, 
похожий на 

растянутую вверх 
и вниз букву "S", 

называется 
интеграл.

ХМ, 
УМНЫЙ 
ВИД?

в
ж

и
х

Не наговорились 
еще о знаке?

Ну что,  
теперь понятно,  

как найти функцию 
местоположения x(t), 

если мы знаем 
функцию скорости 

v(t)?

Эта формула 
называется 
формулой 

интегрирования.

Формула интегрирования

Хмм...
Говорят так: 

"интегрирование 
функции v(t)  

на отрезке [ti; tf]",
где

t - переменная интегрирования, 
ti - нижний предел интеграла,
tf - верхний предел интеграла.
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Местонахождение планера x(tf) в момент времени tf равняется сумме координаты 
местонахождения планера x(ti) в момент времени ti и пройденного с момента вре-
мени ti до момента времени tf расстояния l:

x(tf) = x(ti) + l.

Если же нам известна функция скорости v(t), то пройденное расстояние l можно 
найти, проинтегрировав функцию v(t):

Здесь переменная tf выражает некоторое определенное значение. Если же мы хо-
тим сделать верхнюю границу интеграла подвижной и изменяемой, то просто за-
меним tf на t4. Теперь расстояние l станет функцией от времени:

И местоположение тоже является функцией от времени x(t):

В этом случае, если за начальную позицию мы возьмем нуль: x(ti) = 0, на верти-
кальной оси будем отмечать местоположение, а на горизонтальной оси – время, 
то получим следующий график:

(2.3)

(2.4)

Изменение  
местоположения от времени

Однако когда мы знаем функцию скорости от времени v(t), то пройденное с мо-
мента времени ti до неопределенного момента времени t расстояние является 
функцией от времени l(t).

4 Считаем, что момент времени может быть любым.

3. интеГрирование 59
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Так как верхняя граница 
интеграла изменяемая,  
то и площадь фигуры меняется

Интеграл функции  
пройденного расстояния l(t) с момента времени ti  

до произвольного момента времени t

Продифференцируем функцию l(t) по t. Следуя определению производной функ-
ции, получим такое уравнение:

Теперь заменим l(t) на формулы с интегралами и вот что получим:

Этот предел стремится к v(t). Другими словами:

Однако вернемся к формуле фукции расстояния l(t) (2.3):

Из этого следует, что если мы дифференцируем проинтегрированную функцию, 
то в результате мы получаем саму функцию!

(2.5)

Вернемся к формуле функции местоположения x(t) (2.4):

 

Вернем на время вместо переменной t, означающей, что ее значение может быть 
произвольным, переменную tf. И преобразуем формулу, отняв от обеих частей х(ti):

5  Если тебе кажется, что это само собой понятно, то тут одно из двух: либо ты такой знаток мате-
матики, что эту книжку тебе и читать не нужно, либо ты просто хорошо вызубрил формулы, но 
не понял сути. 

Глава 2. основная  теорема анализа60
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Получается, что расстояние, пройденное планером с момента времени ti до момен-
та времени tf, можно выразить как местоположение планера в момент времени tf 
минус местоположение планера в момент времени ti. Само собой, не так ли. Но по-
дождите. Пройденное расстояние равно площади фигуры на графике функции 
v(t). С другой стороны, продифференцировав функцию местоположения, мы наш-
ли значение скорости. И казалось бы, не должно быть ничего общего у площади 
фигуры на графике и найденного посредством дифференцирования значения ско-
рости. Однако, исходя из формулы, мы видим, что они связаны. И кажется, это 
очень важная связь.
Попробуем обобщить. Назовем F(t) функцию, которая после дифференцирова-
ния становится функцией f(t).

Функция F(t) называется первообразной для функции f(t). Отношения между 
этими функциями такие: если мы продифференцируем функцию F(t), то полу-
чим производную функцию f(t), если мы проинтегрируем функцию f(t), то полу-
чим исходную функцию F(t). Подобно умножению и делению, дифференцирова-
ние и интегрирование являются взаимно-обратными операциями.

(2.6)

Производная функция

Исходная функция

дифференцирование

интегрирование

Дифференцируя функцию F (t),  
получаем производную функцию f (t);  

интегрируя функцию f (t), получаем исходную функцию F (t)

Дифференцирование и интегрирование –  
взаимно-обратные операции

Вернемся к выявленной нами взаимосвязи между скоростью и местоположением:

Заменим v(t) на f(t), а x(t) на исходную для f(t) функцию F(t), ti на a, а tf на b, тогда 
получим:

Это – основная теорема интегрального исчисления.

Она показывает, что найти площадь фигуры, образованной функцией на графике 
(левая часть формулы), можно посредством операции, обратной дифференциро-
ванию (правая часть формулы).

3. интеГрирование 61
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Наконец-то мы 
досюда 

добрались.

Все, что я  
до этого объясняла  

про производные  
и интегралы...

Основная теорема  
интегрального исчисления

...было для того,  
чтобы привести вас  

к этой основной теореме 
интегрального исЧисления.

В ней как раз ключ к тому, 
как с помощью 

дифференциальных 
уравнений можно 
прогнозировать  

будущее! 

...опять у тебя 
такое лицо, как 
будто ты совсем 
не понимаешь,  

о чем идет речь.Можно сказать, 
что эта теорема - 

достояние 
человечества!

Хм...
У нее что,  

глаза на затылке?!
шок

Посмотри 
внимательно 
на формулу!

Основная теорема  
интегрального исчисления

.................

.................
.....ээ.....

В левой части формулы 
находится интеграл, равный 
площади фигуры на графике 
функции, то есть здесь мы 

рассмотриваем график целиком, 
фокусируем внимание  

на общей картине.

А в правой части мы 
рассматриваем конкретные 
точки на графике исходной 

функции, то есть наше 
внимание направлено  

на локальную область.

Глава 2. основная  теорема анализа62
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Глобальная картина

Ясно?  
В реальном мире 

общая 
(глобальная)  
и локальная 

картины совсем 
разные.

Пример 
глобальной 
картины -  
это когда мы 
смотрим на реку 
из летящего 
высоко планера  
и видим ее 
целиком.

Локальная картина

Пример локальной 
картины - это когда 
мы смотрим на реку, 

находясь на ее 
берегу.

Э...

а по уравнению 
получается, что 
они связаны... 

да?

В реальном мире, 
как внимательно 
ни смотри 
на реку, стоя 
на ее берегу...

Так и есть. 

целиком реки 
не увидеть.

Но в мире математики 
интегрирование (то есть 

глобальный вид)  
и дифференцирование  

(то есть локальный вид) 
связаны между собой.

Этому нас учит основная 
теорема интегрального 

исЧисления.
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Другими 
словами, в мире 

математики,  
если мы знаем 

функцию,

Поэтому  
в мире математики, если мы 

знаем скорость планера  
в какой-то один момент, 

то мы можем узнать  
и все его движение,  

да?

то, даже стоя  
на берегу реки,  

мы можем увидеть 
и изобразить всю 

реку целиком.

Точно! 
Наконец-то 
ты понял.

Это...

ключ  
к возможности 

прогнозирования 
будущего!

А со следующего раза 
начнем изучать классические 
модели дифференциальных 

уравнений! О’кей!

Хорошо!!!

Глава 2. основная  теорема анализа64
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Итак, исходя из основной теоремы интегрального исчисления, площадь фигуры, 
образованной функцией на графике, равна разнице между значениями исходной 
функции в точке верхнего предела интеграла и в точке нижнего предела интеграла. 
Если записать F(b) – F(a) как:

[F(t)]a
b = F(b) – F(a),

то получим:

То есть, другими словами, если мы знаем исходную функцию, то нам не нужно вы-
числять предел площади фигуры на графике, достаточно подставить значения в ис-
ходную фукцию и произвести вычитание6. Это очень удобно.

Полностью исходная функция для функции f(t) выглядит вот так: 

Это называется неопределенный интеграл. И наоборот, интеграл, определяющий 
площадь фигуры на графике функции:

,

называется определенным интегралом. Основная теорема интегрального исчисления 
говорит и о том, что не имеющие связи на первый взгляд неопределенный и опреде-
ленный интегралы, на самом деле связаны7.

Итак, если F(t) – это исходная функция для f(t), а С – это постоянная, которая может 
принимать любые значения, то исходя из свойств производной:

а значит, и функция F(t) + C будет являться исходной функцией для f(t). Другими сло-
вами, неопределенный интеграл будет выглядеть так:

Значение C мы не можем выбирать. С называется произвольной постоянной, так 
как она может принимать любое значение. И именно благодаря ее наличию интеграл 
называется неопределенным. Если изобразить исходные функции для такого инте-
грала графически, это будет множество параллельных друг другу графиков.

6 Вычислять интеграл с помощью предела на практике довольно сложно.
7  Речь не о форме уравнения, а о смысле. Люди, знающие основную теорему интегрального ис-

числения, иногда так думают.

3. интеГрирование 65
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Так как интегрирование и дифференцирование являются взаимно-обратными опе-
рациями, мы можем найти неопределенные интегралы через исходные функции для 
подынтегральных функций.

Подробно то, как решать дифференциальные уравнения, мы рассмотрим в следую-
щих главах. Эту же главу закончим тем, что выделим основные виды дифференциаль-
ных уравнений. Мы уже говорили о том, что дифференциальным уравнением называ-
ется любое уравнение, содержащее производную. Их очень много, и чтобы не запу-
таться, нужно их классифицировать. Для классификации используются следующие 
показатели: количество переменных, порядок, степень, линейность и нелинейность, 
однородность и неоднородность, постоянство и непостоянство коэффициентов и т. д.

Однородные

Однородные

Неоднородные

Неоднородные

Линейные

Нелинейные

Дифференциальные 
уравнения

Классификация дифференциальных уравнений

Для начала рассмотрим фактор количества переменных. Если независимая перемен-
ная одна, то такие уравнения называются обыкновенными дифференциальными 
уравнениями. Если же независимых переменных несколько, то они называются диф
ференциальными уравнениями в частных производных. В этой книге мы будем рас-
сматривать только обыкновенные дифференциальные уравнения. Все дифференциаль-
ные уравнения, которые нам уже встречались в этой книге, тоже являются обыкновен-
ными. Так как здесь мы опускаем дифференциальные уравнения в частных произво-
дных, то, пожалуйста, имейте в виду, что когда в этой книге мы говорим о дифференци-
альных уравнениях, то подразумеваем обыкновенные дифференциальные уравнения.

Далее рассмотрим порядок и степень.

Глава 2. основная  теорема анализа66
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Самый большой порядок производной функции, содержащейся в дифференциаль-
ном уравнении, называется порядком дифференциального уравнения. А степень про-
изводной функции в уравнении называется степенью самого дифференциального 
уравнения. Например,

содержит производную 1-го порядка и находится в 1-й степени, поэтому называется 
дифференциальным уравнением 1-го порядка 1-й степени.

Здесь содержатся две производные функции: одна 1-го порядка, другая – 2-го по-
рядка. Следуя правилу, что порядком всего уравнения называется наибольший поря-
док производной, это дифференциальное уравнение является уравнением 2-го поряд-
ка 1-й степени.

Теперь рассмотрим линейность и нелинейность. Линейными называются диффе-
ренциальные уравнения, в которых переменные и производные функций находятся 
в первой степени. В противном случае это будет нелинейное дифференциальное урав-
нение. Еще раз на тех же примерах:

;

Мы видим, что в обоих уравнениях степени переменных и производных функций – 
первые. Значит, оба уравнения являются линейными.

Далее, уравнения с постоянными и переменными коэффициентами. Если все коэф-
фициенты в линейном уравнение – постоянные, то оно называется дифференциаль-
ным уравнением с постоянными коэффициентами. Если же среди коэффициентов 
есть переменные, то такое уравнение называется дифференциальным уравнением 
с переменными коэффициентами. Например:

– тут коэффициенты переменные,

– а здесь коэффициенты постоянные.

¬ Уравнение 1-го порядка 1-й степени

¬ Уравнение 2-го порядка 1-й степени

¬ Линейное дифференциальное уравнение

¬ Линейное дифференциальное уравнение

¬ Дифференциальное уравнение с переменными коэффициентами

¬ Дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами

3. интеГрирование 67
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И в конце рассмотрим однородные и неоднородные уравнения. Однородными на-
зываются такие линейные дифференциальные уравнения, которые не содержат сво-
бодного члена. В противном случае уравнения будут неоднородными. Например:

– это уравнение неоднородное;

– а это однородное.
Подытожим классификацию уравнений. Например, уравнение вида:

будет называться обыкновенным линейным однородным дифференциальным урав-
нением 2-го порядка 1-й степени с переменными коэффициентами. Длинновато, не 
так ли. На самом деле чаще всего названия уравений сокращают в соответствии с си-
туацией. Обратите на это внимание, когда будете детальнее работать с дифференци-
альными уравнениями.

В главе 3 мы рассмотрим метод разделения переменных для однородных уравне-
ний 1-го порядка, в главе 4 рассмотрим неоднородные линейные уравнения 1-го по-
рядка, а в главе 5 – линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка.

Примеры дифференциальных уравнений,  
используемые в этой книге

Порядок Вид Уравнение Пояснение Глава

1-й

Однородные  
линейные

Дифференциальное уравнение,  
описывающее изменение численно-
сти оленей эдзо

3

Неоднородные  
линейные

Уравнение движения с учетом силы 
тяжести и силы вязкого трения 4

2-й

Однородные  
линейные

Уравнение движения осциллятора  
с учетом упругости и сопротивления 5

Неоднородные  
линейные

Уравнение движения осциллятора  
с учетом упругости и сопротивления 
и воздействия внешних сил

5

¬ Неоднородное дифференциальное уравнение

¬ Однородное дифференциальное уравнение

¬  Обыкновенное линейное однородное дифференциальное уравнение 
2-го порядка 1-й степени с переменными коэффициентами

Глава 2. основная  теорема анализа68
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глава 3

дифференЦиальные 
уравнения.  

метод разделения 
ПеременныХ
существует ли  

Царство оленей эдзо?
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О!    
Отлична

я 

иде
я!

Он же уже 
приходил 
раньше...

Так найми себе 
хорошенькую 

продавщицу или 
еще что-нибудь  
в этом роде.Пожалуйста, 

пусть в моем 
магазине дела 
идут хорошо!

госПожа 
Богиня!

Опять вы за свое! 
Говорите, что 

первое в голову 
придет!

Это еще что!  
Ну, сейчас 
получишь!

Странная 
богиня...

вжих-вжих-вжих

странная?

А-а-а-а-а-а-а!
Простите....!!

Говорю же,  
это не моя 

специализация!

А выслушивать  
все подряд глупости  

я не обязана!

Если я могу,  
я стараюсь 
выполнить  

желания всех. 

Но я же  
не всесильная!

Не ее 
специализация...

Но?..

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных70
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 Вы такая 
добрая богиня...

А Вы,  
госпожа Богиня,  
так внимательно 

относитесь к людским 
желаниям.

Что еще?

Ничего.

Просто  
я думал, что 

божества такие 
отстраненные  

от нас...

Э... что такое?..

А на сегодня 
мы планировали 

продолжить 
изучать 

дифферен-
циальные 
уравнения!

Я просто делаю 
свою работу!

Потому что, 
если я не буду, 

эта 
прислужница 
меня в покое 
не оставит!

Давайте 
скорее 

начинать!

Мидзуки, Вы 

сегодня опять 

полны энтузиазма!

трудностей богов 
людям никогда 

не понять.

Да уж, 

Ну идемте же 
скорее!

ДА!

3. интеГрирование 71
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Картошка фри

Картошка фри

фри

1. явление
И соли,  
и перца  
в самый  
раз!!

хрум
-хрум

Эта картошечка 
вкуснющая!

Сегодня я буду 
объяснять явления, 

которые то постоянно 
увеличиваются 
(возрастают),  
то постоянно 
уменьшаются  
(убывают).

Говорят, там 
мороженое 

исключительно 
вкусное.

Я купил ее  
у станции,  

там открылся 
магазинчик 
товаров  

с Хоккайдо. 

...однако...

Попробуем использовать 
метод разделения 

ПеременныХ.

ХоЧу-ХоЧу!

Но сначала 
учение!

Таких явлений 
много, да?

..."то постоянно 
возрастают, то 

постоянно убывают"...

Хмм...

да, да... 
знаю..

Ага.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных72
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...кстати,Ну и  
бестолковый...

...что-то сразу 
ничего в голову 

не приходит...

ФУХ

Ничего-ничего

Пр
ост

ит
е

Олени эдзо?Хм?
На Хоккайдо же 
сейчас проблема, 

численность 
тамошних оленей 

вдруг резко 
увеличилась.

Олень эдзо

Волк эдзо

А ведь боги 
часто 

используют 
оленей...

Проблема в том, 
что так скоро 
пищи для них  

не останется, да?

Что  
за проблема?

Причина роста  
их численности в том,  
что в XIX веке были 

истреблены волки эдзо, 
которые охотились  
на оленей эдзо.

Они уже наносят ущерб 
полям и деревьям. вот как...

1. явление 73
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Раз так,

То сегодня мы рассмотрим 
модель, объясняющую 

явление роста численности 
оленей эдзо.

Мир математикиРеальный мирА...

ага. Вжих

Явление

Явление

Решение
Объяснение 

явления

Модель

Рост 
численности 
оленей эдзо

Рост 
численности 
оленей эдзо

Модели-
рование

Модели-
рование

Применение

Интер
претация

Вычис-
ления

Опять 

появилось

2. модель

Как думаешь, 
какая модель 
подойдет?

Сначала 
моделирование. 

ничего  
не соображаю...

хм...
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я про оленей-то 
мало знаю...

Это... 

Теперь  
попробуем 

представить,  
как происходит 

прирост. 

Конечно. 

Олени с Хоккайдо – 
это такие темные, 

что ли?...

Тут не надо  
ни о чем таком 

сложном думать. 

Прирост численности 
мы можем вычислить 
просто как количество 

родившихся минус 
количество умерших.

Самка оленя эдзо 
в начале лета 

рожает одного 
олененка. 

будет 
пропорционально 

общему числу оленей. 

Хотя не обязательно все 
самки родят по детенышу, 

но в целом число 
новорожденных оленят 

Мама

Детеныш
Число умерших 
оленей тоже 
должно быть 

пропорционально 
общему числу 

оленей. 
угу, угу.

Очень уж приблизительно 
получается, да...

Вначале нужно думать 
как можно проще! 

2. модель 75
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То есть если в стаде  
из 10 оленей 1 умирает,  
а 5 рождается, то...

Будем считать,  
что прирост оленей эдзо 
тоже пропорционален 
численности оленей.

5 оленей

10 оленей

1 олень

...в стаде из 100 оленей, 
каждый год 10 умирает 

и 50 рождается.

обозначим 
коэффициент 

пропорциональности 
как μ... 

понятно.

Численность оленей

Коэффициент 
пропорциональности

Время

Кстати, переменные,  
которые определяют 
функциональное 
соотношение,  
называются параметрами,  
или вспомогательными 
переменными.

Пара-
метр

Вспомога-тельная 
переменная

Обозначим время как t,  
а численность оленей эдзо 
как P(t). 
Тогда, исходя  
из допущения, что темп роста 
численности оленей dP(t)/dt 
пропорционален их численности P(t), 
мы можем построить модель.

Итак, вот что 
мы получим.

АГА

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных76
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О, вот  
и формула!

смотрите 
сюда.

Явление

Модель Модель

ПАММодели-
рование

Применение

Интер-
претация

Вычис-
ления

Рост 
численности 

оленей

Объяснение 
явления Решение

О-О...

Однако  
а что делать  

с коэффициентом 
пропорциональности μ?

Мы получили 
дифференциальное 

уравнение, 
описывающее 

изменение 
численности  
оленей эдзо!

Его...

Ого...

...нужно рассчитать, 
исследовав само 
явление в реальном 
мире, иначе никак.

Оо!

2. модель 77
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если мы узнаем 
обстоятельства  

на локальном участке, то 
можем узнать и глобальную 

картину событий, так?

Однако 

если мы вычислим этот 
параметр μ  в один момент 

времени, то что нам это даст?

А!

Точно!

Молодец, 
хорошо 

запомнил!

Мы сможем 
спрогнозировать 

численность оленей 
хоть через год, 

хоть через 10 лет.
Через  
год

Сейчас

хе-хе-хе.

3. решение

Надо 
проинтегрировать 
и найти функцию!

А!

ну...

Итак,  
что будем 
делать?

Попробуем  
решить это 

дифференциальное 
уравнение. 

Рановато  

я его похвалила....

Давай, 
Дайчи!

Вс
по

мни
л!

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных78
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Другими  
словами, решив 

дифферен-
циальное  
уравнение...

Сейчас наша задача - 
найти функцию 

численности оленей  
в зависимости  

от времени - P(t).

Простите...

мы должны будем  
смочь изобразить  

на графике изменение 
численности оленей P  
с течением времени t.

Зависимая 
переменная

Зависимая 
переменная

Независимая 
переменная

Независимая 
переменная

значит, время t -  
это независимая 

переменная,  
а численность  

оленей P -  
зависимая.

хм, так...
по горизонтальной оси 
отмечают независимые 

переменные,  
по вертикальной - 

зависимые 
переменные....

А теперь 
очень важный 

момент!

Понял? Прежде  
всего надо 
определить  
в дифференциальном 
уравнении,  
где независимые 
переменные,  
а где зависимые.

да.

3. решение 79
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С обеих сторон стоит P,  
и хочется на него 

разделить...

Посмотри на это 
дифференциальное уравнение 

о-очень внимательно!

...особо  
не хочется...

Хмм?

А теперь 
проинтегрируем 

обе части!

теБе не Хватает 
стремления  
к знаниям!

нужно, ЧтоБы 
Хотелось!!

вжих

хорошо, 
хорошо...

какого еще 
стремления?!

И правда.
Теперь в уравнении 

переменные P 
остались в левой 

части, а переменная t - 
в правой, видишь?

Левая 
часть

Правая 
часть

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных80
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Мы смогли разделить 
две переменные  

по разным интегралам.

Такие 
дифференциальные 

уравнения называются 
с разделенными 
Переменными .

Решение будет 
выглядеть вот так:

Делим обе части 
на P

Объединим 
интегральные 

константы

Интегрируем

Выразим P

Исходя из формулы

левая часть станет такой:

Оо!!
Получили 
функцию!

Поскольку Р - 
это численность оленей 

эдзо, то обратите внимание, 
что его значение должно 

быть больше нуля.

Решение дифференциального 
уравнения

,
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Мир математикиРеальный мир

Итак, мы решили 
дифференциальное 

уравнение!

Явление

Модель

Модели-
рование

Применение

Интер-
претация

Вычис-
ления

Рост 
численности 

оленей

Объяснение 
явления

Решение

Получается, что изменение 
численности оленей эдзо  
в зависимости от времени 

описывается 
экспоненциальной  

функцией, так?

в самом 
деле...

4. интерпретация
А что, если 

попробовать 
нарисовать 
график?

Очень трудно ее 
себе представить...

Но  
эта функция...

Но мы не знаем  
ни значения  
параметра μ,  
ни значения 
интегральной 
константы С...

Решение

Именно.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных82
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Ого...
Потому что таких 

изображений 
получится бесконечно 

много.

Точно мы не можем 
ее изобразить.

бесконечное     м
нож

ество     г
раф

иков

Чтобы найти 
интегральную константу, 

попробуем взять 
момент времени t, 

равный нулю.

Как ни крути,  
нужно изучить ситуацию 

на практике.

Без проведения 
исследования в реальном 
мире параметр не узнать. 
То же самое касается  

и интегральной константы.

Эту константу 
обозначают так:

Подставив  
в дифференциальное 

уравнение t = 0...

Теперь функцию 
численности оленей 
от времени P(t)...

...можно записать 
вот таким 
образом.

...получим константу, 
равную численности 

оленей эдзо в нулевой 
момент времени.

4. интерпретация 83
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...то для этого 
нередко 

используется 
наЧальное 
состояние  
функции.

Находить значение функции 
в нулевой момент времени 
не всегда необходимо, но...

Подобное P0 значение 
функции в момент 

времени t = 0 
называется наЧальное 

состояние.

Понятно.

...поскольку  
для прогнозирования 

с помощью дифференциальных 
уравнений часто требуется на 
основе локального состояния 
перейти к глобальной картине...

Если μ = 0,  
то значение Р  

не меняется с течением 
времени и равно 

значению в нулевой 
момент времени - Р0.

Теперь, когда  
мы поняли, что 
интегральную 
постоянную 
можно выразить 
через начальное 
состояние P0, 

предположим 
какими могут 
быть значения 

P0 и μ...

Изменение поведения функции численности 
оленей в зависимости от параметра

Нет  
изменений

и попробуем 
изобразить график 
изменения функции 
численности оленей 

P в зависимости  
от времени t.

Показатель степени  
станет нулевым, поэтому 

значение не будет 
меняться, так?

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных84
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дения функции численности 
ависимости от параметра

Если же μ > 0,  
то функция Р 
будет резко 
возрастать 
с течением 
времени.

Все больше 
и больше

Ситуация с ростом 
численности оленей 
эдзо на Хоккайдо  
как раз попадает  
под этот случай.

Рост

Растет 
быстрее

Снижа-
ется

Убывает 
быстрее

Бывает также, 
что μ < 0. 

Чем больше  
значение μ, тем 

быстрее происходит 
рост функции.

В этом случае  
функция P убывает  
с течением времени.

Все-таки, когда 
изображаешь функции  
на графике, все сразу 
становится понятнее. 

И чем меньше 
значение μ, тем 
быстрее убывает 

функция. Да,  
изображать 

функции  
на графике - 

очень полезная 
привычка.

Точно
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Мир математикиРеальный мир

Явление

Модель

Модели-
рование

Приме-
нение

Интер-
претация

Вычис-
ления

Рост 
численности 

оленей

Объяснение явления

Решение

Теперь ситуация 
выглядит так:

Итак,  
теперь найдем 

реальные значения 
начального 

состояния Р0  
и параметра μ

и, подставив их  
в уравнение, попробуем 

делать прогнозы.

Хорошо!

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных86
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Изменение индекса численности оленей эдзо  
в западной части острова Хоккайдо

(данные статистического центра)
Здесь  

представлены данные 
по численности  
оленей эдзо.

Индекс численности

Год

Взято из "Публикации об изменении индекса численности оленей 
эдзо". Обратите внимание, что фактическая численность может 
отличаться от рассчетной изза погрешности в оценке.

Источник: Департамент по окружающей среде  
префектуры Хоккайдо

Он равен 0,098.

Исходя  
из этих данным, 

вычисляем 
параметр μ.

Возьмем 2000 год  
за начальный момент 

времени...

В 2000 году 
численность оленей 

была равна примерно 
60 тысячам.

Понятно.

Оо!

В этом случае 
начальное состояние 
Р0 равно 60 тысячам.

4. интерпретация 87
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Ну это  
не очень много, 

не так ли?

Теперь если  
численность оленей 
будет возрастать с той 
же скоростью, то через 
7 лет их количество 
удвоится.

За 7 лет  
в 2 раза...

думаешь?

7 
лет

В 2050 году  
7 млн 980 тысяч.

А в 2100 году их будет 
уже 1 млрд и 100 млн.

Индекс численности

Год Год

Прогноз численности оленей эдзо в западной части 
острова Хоккайдо (при начальном состоянии 60 тысяч  

в 2000 году и μ = 0,0098)

В 2020 году 
420 тысяч.

Что?!!

...то в следующем 
веке настанет 

оленье Царство!

Царство ОленейВезде будут одни олени!!

Если эта модель 
описывает явление 

верно...

Нельзя 
недооценивать 
экспоненциаль-
ные функции. 

Здра
вст

 - 

вуйт
е Эээ...

Что за фантазии
Добрый 

день

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных88
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Индекс численности

Год

Прогноз численности оленей эдзо в западной части 
острова Хоккайдо (при начальном состоянии 60 тысяч  

в 2000 году и μ = 0,0098)Неужели, 
правда,  

так будет?

Конечно,  
до такого, как  
на модели, дело  

не дойдет.

Оленье 
царство...

Потому что,  
например, видя такой 
прогноз, вмешаются 
люди, и значение 

параметра μ должно 
будет уменьшиться.

Пришел поесть,  
а ничего  
и нет...

Со временем 
обстоятельства 

меняются, поэтому 
модель и интерпретацию 

решения нужно 
регулярно проверять.

Вот как...  
и действительно!

Корма начнет  
не хватать, прирост 

замедлится

и в конце концов 
стабилизируется.

Значит, царство 
оленей может 
быть только  

в воображении...

Я бы 
посмотрела 
немножко...

А тебе  
хотелось  

его увидеть?

Жаль...

Кроме того,  
даже если не будет 

вмешательства людей, 
численность оленей 

вскоре начнет 
отклоняться  

от полученной 
экспоненциальной 

функции.
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Нужно проверять, насколько 
спрогнозированный 

результат соответствует 
реальной ситуации.

В любом случае, 
дело никогда  

не заканчивается

одним 
прогнозом.

Как только появляется 
несоответствие, нужно  

все пересмотреть  
заново.

Понятно.

Рассмотрим-ка мы  
еще другой пример.Да!
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5. закон мальтуса

Когда мы в процессе моделирования перенесли явление из реального мира в мир 
математики, мы получили абстрактный образ явления в виде формулы. Приняв 
численность оленей эдзо за P, а время за t:

,

получили это дифференциальное уравнение. В этой модели темп прироста чис-
ленности оленей эдзо dP/dt пропорционален численности оленей Р.

Ага.

Однако в абстрактном мире математики то, что Р – это численность оленей эдзо, 
не имеет никакого значения.

То есть мы что, напрасно тратили время?..

Совсем нет! Я хочу сказать, что тем же самым дифференциальным уравнением 
могут описываться разные явления реального мира, и Р может интерпретиро-
ваться по-разному, в зависимости от исследуемого явления. Р может обозначать 
что угодно, если только Р и dP/dt пропорциональны.

Например, численность мирового населения или скорость распространения но-
вого товара, да?

Да, например, еще рост численности бактерий. Таких явлений, когда темп при-
рос та пропорционален численности, довольно много.

Широко известно, что мировое население постоянно увеличивается, так?

Речь о демографическом взрыве?

На самом деле тут проблема не просто в росте численности населения, а в том, 
что этот рост – экспоненциальный. И даже если бы дело было только в экспонен-
циальном росте населения, это не проблема, но суть в том, что при этом необхо-
димые человечеству ресурсы не растут экспоненциально.

5. закон мальтуса 91
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(по западному стилю)
Экспоненциальный рост  

мировой численности населения

Мировая численность населения1

И в конце концов ресурсов будет не хватать, да?

Да. Например, людям для жизни нужна еда, но производство продуктов питания 
не растет экспоненциально. А численность населения при этом увеличивается 
в разы. Чтобы увеличить производство продуктов питания, нужно либо увели-
чить площадь полей и пастбищ, либо поднять эффективность производства. Ре-
гулярно увеличивать в разы площадь полей и пастбищ физически не возможно.
Да уж, это точно...

Как ни старайся, наступит момент, когда земля закончится2. А увеличить в разы 
эффективность производства еще труднее. Другими словами, рост численности 
населения и рост продуктов питания качественно разные, и поэтому количество 
продуктов питания на человека начнет снижаться, а в конце концов наступит мо-
мент, когда оно станет критически низким3.
Значит, когда-нибудь настанет голод4, да?

Первым человеком, кто выявил различия в росте численности населения и про-
изводства продуктов питания, был Мальтус.
Мальтус?..

1 Источник данных: ООН.
2  Хотя может показаться, что доступной земли на планете еще много, но на самом деле пригод-

ной для сельского хозяйства земли гораздо меньше, чем кажется. И надо помнить, что, кроме 
самой земли, значение имеют также вода, дневной свет, температура воздуха и т. д.

3  Существуют изменения, которые происходят в арифметической или в геометрической про-
грессии. Геометрическая прогрессия – это когда изменения происходят в разы, а арифметиче-
ская – когда изменения происходят каждый раз на одно фиксированное число.

4  Не «когда-нибудь», а, возможно, уже сейчас. Хотя все человечество не страдает от голода в рав-
ной степени, но есть бедные регионы, где проблема голода существует и сегодня.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных92
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Закон Мальтуса говорит о том, что темп прироста численности населения про-
порционален численности населения. Здесь t – это время, P(t) – численность насе-
ления, dP(t)/dt – темп прироста численности населения, μ – коэффициент про-
порциональности: 

Параметр μ называют коэффициентом прироста, а также коэффицинтом Маль
туса.

¬ Дифференциальное уравнение, описывающее рост численности населения

Рост численности 
мирового населения

Моделирование
Явление

Объяснение явления Модель

Решение

ВычисленияИнтерпретация

Мир математикиРеальный мир

Моделирование явления роста мирового населения

Для микроорганизмов, подобных бактериям, тоже верно утверждение, что темп 
прироста их численности dP/dt пропорционален численности P. И дифференци-
альное уравнение будет выглядеть так же:

¬ Дифференциальное уравнение, описывающее рост численности бактерий

Скорость размножения бактерий довольно большая.

Конечно, по сравнению с людьми, их численность увеличивается очень быстро. 
Поэтому значение коэффициента роста μ будет значительно выше5.

5  Например, при благоприятных условиях количество кишечных палочек удваивается за 20–
30 минут. Этот промежуток времени называется период генерации.

5. закон мальтуса 93
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Потому что все они  
об изменении численности.

Получается,  
один закон  

для таких разных 
явлений!

Модель

Модель

Может,  
это не так удивительно, 
но, для примера, такие 

явления, как...

направление сил в магнитных 
полях и направление течений 
в жидкостях, тоже 
описываются одинаковым 
дифференциальным 
уравнением. 

Ээ...

Направление течения. ПримерНаправление сил в магнитном поле. Пример

Интересно, 
правда?

госПожа 
Богиня!

Большое 
сПасиБо, 

Ага.

Метод разложения  
переменных базовый и очень  
важный для решения 
дифференциальных уравнений. 
Поэтому надо его самостоятельно  
попрактиковать, а я проверю.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных94
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...мм.

Дерзай!

Ну, это...

...хе-хе.

Просто хорошее 
настроение.

Ничего. 

А?

Полон
 

энер
гии

Чего?

что тут 
смешного?

Странный 
парень...

Итак, 
приступим!
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6. радиоактивный распад

 Явление
На Хоккайдо обитает не только множество диких животных, таких как олени эдзо, но и че-
ловек проживает на этом острове с очень давних времен. В каждом регионе острова были 
найдены останки, среди которых есть такие, которым более 10 тысяч лет и которые отно-
сятся к палеолиту. Но как же смогли понять, что этим останкам более 10 тысяч лет? В архео-
логии определяют возраст находок по совокупности данных, полученных с помощью ана-
лиза слоев почвы (стратиграфия), годичных колец деревьев и т. д. Сейчас среди методов да-
тировки находок очень эффективным является метод радиоактивного распада1.

Когда речь заходит о радиации, это сразу ассоциируется с опасностью. Но на самом 
деле в природе в определенном количестве всегда существуют радиоактивные вещест-
ва, и обычно их можно обнаружить вокруг нас2. В датировке же часто используется 
углерод – вещество, которое является одним из основных элементов формирования 
живых существ, включая человека.

Углерод, участвующий в формировании наших тел, изначально получен из углекис-
лого газа, находящегося в атмосфере, который поглотили в процессе фотосинтеза расте-
ния. Если бы существовали такие часы, которые начали бы отсчет времени в тот момент, 
когда растение поглотило углерод, то можно было бы определить время, когда это расте-
ние существовало. Более того, так как животные поедают растения и в процессе погло-
щают тот самый углерод, то можно было бы определить и возраст животного, поглотив-
шего это растение (и возраст животного, поглотившего это животное, и т. д). Но ведь та-
ких полезных часов, наверное, не может существовать? А вот и нет, они существуют.

Изотоп углерода3 – углерод-144 14
6C – образуется в результате  реакции в атмосфере 

азота-14 с поступающей из космоса радиацией, после ее контакта с атомами верхних 
слоев атмосферы. Углерод-14, взаимодействуя с кислородом, образует углекислый газ, 
который затем распространяется в атмосфере.

Однако углерод-14 не может долго существовать в неизменном виде. Вскоре он на-
чинает испускать радиацию, и образуется другой химический элемент5. Это происхо-

1  Существуют также метод термолюминисценции, метод электронного парамагнитного резо-
нанса и пр.

2  Конечно, есть и радиоактивные вещества, созданные руками человека. А радиоативные вещест-
ва, существующие в природе, в большом количестве тоже опасны. И не только радиоактивные, 
но и прочие химические вещества, даже если они изначально существуют в природе, это не 
значит, что они безопасны.

3  Изотопы – химические элементы с одинаковым атомным номером, но разными массовыми 
числами. Количество протонов у них одинаковое, а нейтронов – разное.

4  Углерод с массовым номером – 14. У часто встречающегося углерода 12
6С массовый номер – 12. 

Атомный номер углерода – 6.
5  Происходит β-распад. В результате образуется азот-14.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных96
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дит не только с углеродом-14, образование нового химического элемента посредством 
испускания радиации называется радиоактивным распадом. Изотопы, обладающие 
такой способностью, называются радиоактивными изотопами (радионуклидами). Ра-
дио нуклиды распадаются с определеной вероятностью. Так как в процессе распада 
они образуют другой химический элемент, то количество радионуклидов уменьшает-
ся (если извне не добавится новых).

Период времени, за который распадается половина от наличиствующих вначале ра-
диоактивных атомов, называется периодом полураспада6. И этот период определен 
для радионуклидов. У углерода-14 период полураспада составляет 5730 лет. Даже если 
он вступит в реакцию с кислородом и образует углекислый газ, даже если его поглотят 
растения или животные, распад будет происходить, и каждые 5730 лет количество 
атомов углерода-14 будет сокращаться вдвое (если не образуются новые).

Как говорилось выше, углерод-14 образуется в верхних слоях атмосферы, однако 
в  процессе распада его количество уменьшается, таким образом количество углеро-
да-14 в атмосфере (в виде углекислого газа) балансируется и всегда примерно одинако-
во7. А также соотношение углерода-14 и углерода-12 в атмосфере постоянно8.

У углекислого газа, содержащего углерод-14, и углекислого газа, содержащего угле-
род-12, химические свойства одинаковые9, поэтому они одинаково поглощаются рас-
тениями в процессе фотосинтеза. Таким образом, клетки растений, осуществляющие 
фотосинтез (живые), должны содержать соотношение углерода-12 и углерода-14 такое 
же, как в атмосфере. Другими словами, пока клетка осуществляет фотосинтез, соотно-
шение содержащихся в ней углерода-12 и углерода-14 постоянно.

Однако, когда клетка перестает осуществлять фотосинтез, углерод-14 перестает по-
ступать в растение из атмосферы, и его количество по отношению к углероду-12 начи-
нает снижаться. Другими словами, как только растение перестает поглощать углекис-
лый газ, запускаются те самые часы. Причинами прекращения фотосинтеза могут 
быть, например, гибель растения, его одеревенение10, поглощение животным и т. д. 
И таким образом, по останкам растения или животного, измерив соотношение угле-
рода-12 и углерода-14, можно определить, когда остановился фотосинтез.

6  Существуют радионуклиды, которые распадаются буквально моментально, но существуют 
и такие, которые распадаются очень долго, например период полураспада у урана-238 (наибо-
лее часто встречающегося в природе) 4,5 млрд лет. А у урана-235 (который используется в атом-
ной энергетике и ядерном оружии) – 700 млн лет.

7  Это подобно тому, как если идти вниз по едущему вверх эскалатору, если идти со скоростью, 
равной скорости эскалатора, будешь все время оставаться на месте.

8  Это постоянство определено не идеально точно. Были периоды, когда измерения проводились 
не очень аккуратно, и некоторые данные являются спорными.

9  Физические свойства при этом разные. Например, так как массовое число у углерода-14 больше 
на 2 нейтрона, то скорость его распространения меньше.

10 У деревьев, чем ближе к центру годовых колец, тем содержание углерода-14 меньше.
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Радиоактивный 
распад

Моделирование
Явление

Объяснение явления Модель

Решение

ВычисленияИнтерпретация

Применение

Мир математикиРеальный мир

Описание радиоактивного распада

Прекращение 
фотосинтеза

Сокращение наполовину 
через 5730 лет

Пока фотосинтез осуществляется, 
соотношение постоянно, после же 
прекращения фотосинтеза, через 
5730 лет содержание углерода-14 
уменьшается вдвое. 
То есть, измерив соотношение 
углерода-12 и углерода-14,  
мы можем понять, когда 
прекратился фотосинтез.

Содержание в организме углерода-14 по отношению к углероду-12

Однако хотя ранее было сказано, что все радионуклиды распадутся с определенной 
вероятностью, это не значит, что мы можем узнать про какой-либо конкретный атом 
радионуклида, когда он распадется. Он может распасться в любой момент, сейчас или 
через много-много лет. Время распада конкретного атома неопределенно. Но если мы 
наблюдаем не один атом, а совокупность одинаковых атомов радионуклидов, то в этом 
случае мы уже можем прогнозировать, какой процент этих атомов через какое время 
распадется. Другими словами, коэффициент изменения количества атомов (скорость 
распада) пропорционален количеству атомов. Что? Кажется, где-то уже была похожая 
фраза. Так и есть, когда мы говорили о модели, описывающей рост численности оле-
ней эдзо, что количество оленей P(t) пропорционально темпу прироста их численно-
сти P(t)/dt. Вероятно, что и в данном случае мы можем построить математическую мо-
дель радиоактивного распада.

Пытаемся описать явление распада радионуклидов

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных98
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 Модель
Итак, попробуем создать модель, объясняющую распад радиоактивных веществ. Тут я хо-
чу обратить ваше внимание на то, что нам не важно, «почему» происходит это явление11. 
Конечно, желание понять причины, почему мы не можем спрогнозировать время распада 
конкретного атома, понятно. Если есть возможность что-то узнать, это всегда лучше. Од-
нако существует множество явлений, о которых мы знаем, как они происходят, но не зна-
ем, почему. Поэтому отложим на время понимание механизмов явления, а сосредоточим-
ся только на попытке его описания. В процессе многое должно проясниться.

Если мы сможем так смоделировать математически явление, чтобы понимать, при 
каких условиях оно происходит, наша цель будет достигнута. И хотя мы не знаем меха-
низмов радиоактивного распада, но мы знаем, что изменение численности атомов про-
порционально их общему числу, и это мы можем отразить в математической моделе.

Обозначим через t время, через N(t) – количество радиоактивных атомов, тогда ско-
рость изменения количества атомов N(t)/dt будет пропорциональна их общему числу 
N(t). Если это записать в виде формулы, где l – это коэффициент пропорционально-
сти, то получим:

(дифференциальное уравнение, описывающее изменение числа атомов в процессе ра-
диоактивного распада).

(3.1)

Радиоактивный 
распад

Моделирование
Явление

Объяснение явления Модель

Решение

ВычисленияИнтерпретация

Применение

Мир математикиРеальный мир

На основании того, что изменение количества атомов в результате радиоактивного распада 
пропорционально количеству атомов, мы можем записать модель в виде дифференциального 

уравнения, где dN(t)/dt - это коэффициент изменения количества атомов, а N (t) - количество атомов

Модель, описывающая явление радиоактивного распада радионуклидов

11  Это общее замечание, оно касается не только радиационного разложения. То же самое можно 
сказать и о модели, описывающий численность оленей эдзо.
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Так как количество атомов N с течением времени уменьшается, перед коэффициен-
том l пропорциональности стоит знак минус12. Как и в случае с численностью оленей 
эдзо, мы не можем определить значение параметра l только на основании модели13.

 Решение
Итак, попробуем решить полученное дифференциальное уравнение. Если сравнить 
это уравнение с уравнением на стр. 77, формула (3.1) – то мы увидим, что у них общий 
вид14.  Если же уравнения одного вида, то и решения их будут одинаковыми. Хотя мы 
уже разобрали решение раньше15, сейчас решим такое уравнение еще раз, чтобы по-
тренироваться.

Наша задача – получить функцию количества радиоактивных атомов в зависимости 
от времени – N(t). Посмотрим, где в нашем уравнении находится эта переменная – N.

Зависимая переменная

Независимая переменная

Как и прежде, разделим переменные. Поделим обе части уравнения на N:

А теперь проинтегрируем обе части:

Слева – переменные N, справа – t. Мы разделили переменные по разным частям 
уравнения.

Преобразуем интегралы:

12  Можно, конечно, просто определить, что параметр имеет отрицательное значение, но запись 
параметра со знаком минус – нагляднее. 

13  Как будет упомянуто в дальнейшем, скорость распада разных радионуклидов отличается, по-
этому и значение параметра l будет различным.

14 Общий вид означает, что отличаются только переменные.
15  Соответствует ситуации на графике на стр. 85, когда μ < 0.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных100

 

                            12 / 24



Объединим интегральные константы:

ln|N| = –lt + C.

Итого, мы получили функцию количества радиоактивных атомов в зависимости от 
времени N(t)16:

N(t) = e–lt+C.

Таким образом, мы решили дифференциальное уравнение.

(3.2)¬ Решение дифференциального уравнения

Радиоактивный 
распад

Моделирование
Явление

Объяснение явления Модель

Решение

ВычисленияИнтерпретация

Применение

Мир математикиРеальный мир

Решив дифференциальное уравнение, выясняем, что изменение  количества радиоактивных атомов  
в зависимости от времени выражается экспоненциальной функцией. 

Модель, описывающая явление радиоактивного распада

 Интерпретация
Теперь определим интегральную константу. Обозначим за N0 = N(0) количество радио-
активных атомов в нулевой момент времени. Это будет начальное состояние. Из урав-
нения (3.2) получаем:

N(0) = ec,

следовательно:

N0 = ec.

Теперь функцию количества радиоактивных атомов можно представить вот так:

N(t) = N0e–lt.

Мы разбрались с интегральной константой, теперь можем предположить значение 
параметра l и изобразить графически фукцию изменения количества радиоактивных 
атомов N в зависимости от времени t. В нашем случае l > 0, поэтому количество ато-
мов будет непременно уменьшаться.

(3.3)

16 Так как N – это количество радиоактивных атомов, то N > 0.
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Чем больше значение параметра l , 
тем быстрее происходит распад.  
На графике представлены 3 линии, 
соответствующие трем разным l 

График изменения количества радиоактивных атомов N 
в зависимости от времени t

Чем больше значение параметра l, тем быстрее снижается количество атомов (на 
графике представлены 3 линии, соответствующие трем разным l). Скорость распада 
у разных радионуклидов отличается, если скорость распада высокая, то значение па-
раметра l будет большим, если низкая, то и значение параметра l будет маленьким. 
Так как l показывает скорость распада, его называют коэффициентом распада. Вы-
числив значение коэффициента распада на основе реальных данных, можно понять, 
в какой момент времени какое количество радиоактивных атомов будет существовать, 
как в будущем, так и в прошлом.

Радиоактивный 
распад

Моделирование
Явление

Объяснение явления Модель

Решение

ВычисленияИнтерпретация

Применение

Мир математикиРеальный мир

Определив значение коэффициента распада, можем вычислить, сколько атомов существует  
в каждый момент времени, можем прогнозировать их количество в будущем

Решение и интерпретация модели,  
описывающей явление радиоактивного распада

Исследуем связь между периодом полураспада и коэффициентом распада. Обозна-
чим период полураспада как t1/2, тогда если в нулевой момент времени количество ато-
мов равно N0, то в момент времени t1/2 количество атомов будет равно N0/2. Исходя из 
уравнения (3.3), получаем:

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных102

 

                            14 / 24



Отсюда следует, что период полураспада t1/2 равен: 

Другими словами, период полураспада обратно пропорционален коэффициенту 
распада17.

Однако то, что мы можем измерить, – это уровень радиации18. Уровень радиации 
пропорционален числу радиоактивных атомов19. Отсюда мы не можем напрямую рас-
считать коэффициент распада, но можем рассчитать его, исходя из того, как уменьша-
ется уровень радиации с течением времени.

Наконец, мы дошли до того, как производится датировка с помощью радиоактивных 
веществ. Радиоактивное вещество, излучая радиацию, распадается в другое химическое 
вещество, и это изменение происходит соответственно формуле (3.3). Для радионуклидов, 
у которых известен период полураспада (а значит, и коэффициент распада), если нам из-
вестно соотношение N/N0, где N – это количество радиоактивных атомов в настоящий мо-
мент, а N0 – количество атомов в прошлом (другими словами, соотношение уровня радиа-
ции), то мы можем вычислить временной интервал, прошедший с начального момента:

И это замечательно. Это означает, что мы можем определить возраст любых най-
денных реликтов, для которых известно соотношение N/N0

20.
Говоря о найденных при раскопках артефактах, если, к примеру, предмет был изго-

товлен из дерева, то возможно определить, до какого момента это дерево осуществля-
ло фотосинтез. Период времени, когда дерево было срублено, не обязательно соответ-
ствует периоду времени, когда предмет был изготовлен, но этим можно пренебречь. 
Так как в прошлые эпохи люди вряд ли специально откапывали для использования 
старую древесину, то можно предположить, что период изготовления предмета соот-
ветствует периоду гибели дерева. Если изучить, к примеру, даже валяющиеся рядом 
щепки, то можно наткнуться на очень древний материал21.

17  Ведь само собой разумеется, что чем выше скорость распада, тем короче период, за который 
количество атомов уменьшится вдвое.

18  Для этого часто используют счетчик Гейгера-Мюллера или сцинтилляционный детектор. Для 
простого определения опасного уровня радиации используется пленочный дозиметр.

19 Если много радиоактивных атомов, то и уровень радиации высокий.
20 Если выражаться точнее, мы можем определить момент, когда прекратился фотосинтез.
21  Датировка посредством радионуклидов тем сложнее, чем старее исследуемый материал. Пери-

од полураспада углерода-14 – 5730 лет, следовательно, примерно за 6 тыс. лет его количество 
сократится вдвое, за 12 тыс. лет – в 4 раза, а через 60 тыс. лет останется только 1/1000 от изна-
чального количества. А чем меньше количество, тем сложнее делать замеры. С помощью угле-
рода-14 можно датировать период до нескольких десятков тысяч лет. Более древние материалы 
мы знаем плохо. Однако для камней существует способ датировки более древних материалов.
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7. разные явления, одна модель

В предыдущих главах мы увидели, что дифференциальные уравнения одного вида 
описывают такие разные явления, как закон Мальтуса и радиоактивный распад. А ис-
пользованный для решения этих дифференциальных уравнений метод разделения пе-
ременных является базовым. Суть этого метода в том, что мы разделям содержащиеся 
в уравнении две переменные и каждую по отдельности интегрируем. Это довольно 
простой метод, но он используется для решения дифференциальных уравнений, опи-
сывающих различные явления.

Кроме того, описание изменения температуры тела с течением времени при его 
охлаж дении (закон охлаждения Ньютона, см. приложение 1), вычисление скорости ра-
кеты (уравнение Циолковского, см. приложение 2), изменение интенсивности ощуще-
ний в зависимости от раздражителя (закон Фехнера, см. приложение 3) и другие явле-
ния также описываются дифференциальными уравнениями, которые решаются мето-
дом разделения переменных. Разве это не удивительно, что такие разные явления ре-
ального мира в мире математики описываются моделями одного вида?

Разные  
явления

Моделирование
Явление

Объяснение явления Модель

Решение

ВычисленияИнтерпретация

Применение

Закон Фехнера

Радиоактивный распад

Закон Мальтуса

Скорость ракеты

Закон охлаждения 
Ньютона

Мир математикиРеальный мир

Разные явления, один вид модели

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных104
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8. логистическая модель

На стр. 91, когда мы изучали закон Мальтуса, речь шла 
о том, что численность мирового населения постоян-
но возрастает. Однако на самом деле с недавних пор 
темп прироста численности населения снизился. 

Если численность населения будет возрастать по 
экспоненте, то в какой-то момент масса всех людей на 
планете превысит массу планеты. А это уж точно ни-
как не может быть. Закон Мальтуса может описать яв-
ление в локальном масштабе, но рано или поздно он 
начинает расходиться с реальностью.

(по григорианскому календарю)

Население планеты (прогноз)22

Рост численности 
населения

Явление

Объяснение явления

Модель

Модель

М
од

ел
ир

ов
ан

ие
Решение

Вычисления

Интерпретация

Интерпретация

Мир математикиРеальный мир

В построенной ранее модели роста численности населения коэффициент прироста возрастает,  
а в реальности он начал уменьшаться. Поскольку нас не удовлетворяют результаты,  

полученные в рамках этой модели, ее нужно скорректировать

Корректировка модели роста численности населения

22 Источник данных: ООН.
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Это касается не только человека. Так, при культивации бактерий их численность сна-
чала увеличивается экспоненциально, но когда с ростом численности доступ к питатель-
ной среде затрудняется, то темп роста численности бактерий замедляется23. Поэтому ес-
ли мы хотим использовать модель более широко, то ее необходимо корректировать.

Когда мы хотим описать некое явление, мы переносим его из реального мира в мир 
математики, получаем там результат и, интерпретировав его, пытаемся объяснить явле-
ние. Если результат нас удовлетворяет, то на этом все заканчивается, в противном слу-
чае необходимо скорректировать построенную модель и снова провести вычисления 
и проверить результы. Таким образом, мы должны получать с каждым разом все более 
точные результаы. До какой степени точности нужно продолжать? Пока не будет полно-
го понимания. Пройдя еще один круг моделирования, мы каждый раз улучшаем резуль-
тат, и если он нас все еще не удовлетворяет, идем на новый круг.

Рассмотрим ситуацию с ростом численности населения. С ростом количества лю-
дей увеличивается и их влияние на условия жизни24. Когда условия жизни ухудшают-
ся (жить становится сложнее), то и темп прироста снижается. Попробуем переписать 
коэффициент Мальтуса так, чтобы он снижался при росте численности населения. 
К здесь константа:

Тогда дифференциальное уравение будет выглядеть так:

(скорректированное дифференциальное уравнение, описывающее рост численности 
населения).

Как же будет выглядеть кривая, полученная в результате решения этого дифферен-
циального уравнения?

Попробуем преобразовать правую часть уравнения, чтобы вывести К в знаменатель.

Может, это выглядит не очень понятно, но зато теперь можно применить метод 
разделения переменных: 

Вот что получится в итоге:

(3.4)

23 Процесс роста численности состоит из нескольких фаз.
24 Речь о проблемах окружающей среды.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных106
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25 Р и (К – Р) – положительные значения.

Теперь хочется проинтегрировать обе части, но если с правой частью уравнения все 
понятно, то левая часть вызывает затруднения. Для таких случаев существует удоб-
ный метод. Преобразуем подынтегральную функцию в левой части:

Мы произвели действие, обратное сокращению. Это называется разложение на 
простые дроби.

Теперь мы можем проинтегрировать каждый элемент как обычно. Во втором инте-
грале в скобках обозначим за s = K – P, тогда, исходя из того, что ds/dP = –1, получаем:

Это называется интегрирование подстановкой. Полная формула теперь выглядит 
так25:

lnP – ln(K – P) = mt + C.
Исходя из свойств логарифмов, получаем:

Преобразуем в экспоненциальную функцию:

Теперь отсюда можем выразить Р:

Это наша итоговая функция.
Если за Р0 обозначим численность населения в момент времени t = 0, то:

то есть:

(3.5)¬ Решение скорректированного дифференциального уравнения

8. лоГистиЧеская модель 107
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Если подставить это в формулу (3.5), получим:

Полученное решение довольно сложное. Но тут 
есть хитрость, нужно рассмотреть крайние значе-
ния. Например, если в формуле (3.6) подставить 
t = 0, то получим Р(0) = Р0. Это понятно, так как это 
и есть начальное состояние. Теперь попробуем под-
ставить предельное значение t ® ∞. Для наглядно-
сти умножим числитель и знаменатель в правой ча-
сти формулы (3.6) на е–mt:

то есть при  t ® ∞ получается, что Р∞ = K. Другими словами, получаем кривую, которая 
из точки P(0) = P0 возрастает, а потом начинает стремиться к K. Попробуем ее изобразить.

(3.6)

(3.7)

В первоначальной модели рост 
происходил по экспоненте (бледная 

линия), в скорректированной –  
темп роста замедляется, и кривая 

стремится к константе

Кривая решения 
скорректированной модели 

роста численности населения

Рост численности 
населения

Явление

Объяснение явления

Объяснение явления Модель

Модель

М
од

ел
ир

ов
ан

ие
Решение

Решение

Вычисления

Вычисления

Интер-
претация

Интер-
претация

Мир математикиРеальный мир

Дважды пройдя цикл моделирования, получили нужный результат

Скорректированная модель роста численности населения

Такая модель называется логистической. Она хорошо описывает не только рост 
численности населения, но и распространение производственных товаров.

Глава 3. дифференциальные уравнения.  метод разделения переменных108
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В этой главе мы рассмотрели метод разделения переменных для решения диффе-
ренциальных уравнений. Давайте обобщим.

Дифференциальные уравнения 1-го порядка:

В правой части уравнения находится произведение двух фукций от разных пере-
менных: F(x) и G(y). В уравнениях такого вида мы можем разделить переменные х и y 
по разным сторонам уравнения, этот способ решения называется методом разделе
ния переменных.

Делим обе части уравнения (3.8) на G(y):

Интегрируем обе части по х:

В правой части осуществляем интегрирование подстановкой:

Обозначив за С интегральную константу, в результате получаем:

Теперь в левой части у нас переменная y, дифференциал y и фукция G(y) только от 
переменной y, в правой же части имеем переменную х, дифференциал х и функцию F(х) 
только от переменной х. Таким образом, мы разнесли переменные по разным частям 
уравнения. Теперь остается только проинтегрировать обе части. Возможно, решить та-
кое уравнение будет не просто, но с помощью компьютера это возможно. Поэтому если 
удалось привести уравнение к виду (3.9), то можно считать, что задача решена26.

Метод разделения переменных является базовым при решении дифференциаль-
ных уравнений, так как если в уравнении можно разделить пемененные, это означает, 
что его можно решить. Иногда с первого взгляда не понятно, можно ли использовать 
метод разделения переменных, в этом случае можно попробовать осуществить замену 
переменных. Это может быть очень интересно – решать такие уравнения с самого на-
чала, подобно складыванию пазла, но все-таки прежде всего лучше изучить опыт 
предшественников.

(3.8)

(3.9)

26 Иногда достаточно только привести уравнение к виду (3.9).
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глава 4

неоднородные 
линейные 

дифференЦиальные 
уравнения  

1-го Порядка .  
метод вариаЦии 
ПроизвольныХ 
ПостоянныХ

Падающие оБлака
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Пусть дела в магазине идут хорошо..
Пусть жена вернется...

Говорю же, 
это не моя 

специализация...

Опять он пришел!

по
да

вл
ен

..
.В такую -то погоду, 

как сегодня!

В такую плохую погоду 
посетителей должно быть 

мало и свободного времени 
все больше...

Ну и туманно 
сегодня...

Просто у меня 
хорошее 

настроение.

Не сдавайся!

Крадется

кхе-
кхе

Очень прошу...
Очень прошу...

Пожалуйста
Пожалуйста

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка112
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ууааа!! Как мне вдруг 
полегчало!

Отлично!
За дело! 

Ой!

Я еще  
кое-что  
могу!!

ш
ок ш

о
к

Уд
ив

ле
на

Хммммм?

госПожа 
Богиня!!

Отличная 
работа!

Это нормально, 
вообще?..

Хм...

Это так 
замечательно!

ах-ах

Я его просьбу 
не выполнила!!

Что такое?!

Улыбается

Восторг!

Странные они!

8. лоГистиЧеская модель 113
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Уууу...
Я сегодня 

принес булочки.

Ах, какой 
сладенький 
аромат....

а-ха-ха
ур

ча
ни

е 
 

в 
ж

ив
от

е

Это всего лишь  
из соседской булочной,  

но это их лучший 
продукт.

...Но 
сначала 
учеба.

Ты действительно 
разбираешься  

во вкусняшках... ууу... 
знаю!!

Пробовать 
тоже 
нельзя

Быстрее сделаем – 
скорее поедим!

до этого мы изучали 
модели, в которых 
функция постоянно 

возрастает или постоянно 
убывает.

Итак,

Х
Р
А
Н
И
Л
И
Щ
Е

Да.

 

                             2 / 24



Но в реальном мире 
постоянно 

возрастающих  
или постоянно 

убывающих явлений 
почти не существует.

Чаще встречаются 
явления, которые  
в определенный 

момент 
стабилизируются.

Постоянно убываетПостоянно 

возрастает

Стабили-
зируется

Э...

Поэтому сегодня мы 
попробуем разобрать 

явления, которые, 
изменяясь в течение 
какого-то времени,  

в итоге 
стабилизируются.

8. лоГистиЧеская модель 115
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По сравнению  
с методом разделения 
переменных в решении 
дифференциальных 

уравнений...

мы переходим  
к объяснению 
более сложных 

явлений.

Д
аичи

Д
аичи Понял!

Метод разделения 
переменных

Метод разделения 
переменных

1. явление

...но ничего 
же нет?

да туман же, 
туман!

Так,  
рассмотрим-ка  

мы то, что падает  
с неба.

Разве туман -  
это не что-то  
вроде пара?

А? И туман, и дождь,   
и облака - все это 

капли воды.

А ка
к  

нас
чет

 па
ра?
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к а п -
к а п -

к а п

Это потому, 
что скорость 

низкая. Вот как...ТУМ
АННО

Однако  
этого совсем  
не заметно...

Значит, туман 
тоже "падает"? 

Как обычно,  
когда у меня  
нет зонта...

А когда 
скорость 

большая, то 
будет ливень.

Кажется, он просто 
приближается...

А почему скорость 
падения отличается?

Медленно

Быстро
Туман

Ливень

Думаешь?..Может, потому,  
что в тумане капли 

воды мелкие, а в ливне 
они большие?

Что будет, 
если их 

бросить?То есть ты считаешь, 
что капли падают 
быстрее только 
потому, что они 

больше? то брошенные  
с одинаковой 

высоты капли воды 
все падали бы  
с одинаковой 
скоростью.

Если бы у нас 
действовала только 

сила тяжести,

Ага. Эх...

Держись, 
Даичи
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Верно. Падающие  
в воздухе капли воды 
испытывают на себе 

сопротивление 
воздуха.

Понял!

Сопротивление 
воздуха бывает 

двух видов.

Сопротивление 
воздуха!

Вязкое сопротивление
(рассечение)

Сопро-
тивление

Скорость Объект

Движущая 
сила

Инерционное 
сопротивление
(сталкивание)

Сопротивление, 
возникающее, когда 
движущийся объект 
рассекает воздух, 
называется вязким 
соПротивлением .

Сопротивление, 
возникающее, когда 

поверхность движущегося 
объекта сталкивается  

с воздухом, называется 
инерЦионным 

соПротивлением .

Воздух Воздух

Воздух

Кстати, вязкое 
сопротивление 

пропорционально 
скорости тела,  
а инерционное 
сопротивление 

пропорционально 
квадрату  
скорости.

В совокупности 
они образуют 
сопротивление, 
затрудняющее 

движение 
объекта.

Ага, ага.
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То есть чем выше 
скорость объекта, тем 
больше сопротивление?

Начавшая падать 
капля воды 
начинает 

ускоряться под 
воздействием 
силы тяжести.

но с увеличением 
скорости 

увеличивается и 
сила сопротивления.

в итоге 
ускорение 

уменьшается.Именно.

Сопротивление

С
оп

ро
ти

вл
ен

ие

Д
ви

ж
ущ

ая
 с

ил
а

Д
ви

ж
ущ

ая
 с

ил
а

У
ск

ор
ен

ие

У
ск

ор
ен

ие

Сила сопротивления, 
воздействующая  

на тело в воздухе, 

выражается 
вот так:

Но так как сила 
сопротивления  

не превышает силу 
тяжести...

Вязкое 
сопротивление

С
ко

ро
ст

ь

Скорость

Коэффициент 
вязкости воздуха Площадь 

поперечного 
сечения

Плотность 
воздуха

Величина 
объекта

Сила 
сопротив
ления 
воздуха

Инерционное 
сопротивление

В
от

 о
но

 
чт

о

Cила 
тяжести

Сила  
сопротив-

ления

А что такое 
α и β?

?

...в конце концов, 
скорость станет 

постоянной.
Это константы, 

определяемые формой 
объекта.

1. явление 119
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А как же 
рассчитать 

L и S?

Быстро падающие капли воды 
разрушаются, но в начале 
падения можно считать,  

что они имеют форму шара.

Поэтому будем 
считать, что r - это 
радиус этого шара.

Под воздействием 
поверхностного 

натяжения капля воды 
принимает  

форму шара. 

Радиус

А на
 сл

ези
нку

, 

зна
чит

,  

не 
пох

оже..

Ну....

Вот так? Верно.

величина объекта

площадь поперечного 
сечения объекта Поскольку  

это шар, за L 
можно взять  
его диаметр.

Если форма  
объекта - шар,  
для этого случая 
нам известны 
константы,  
и они будут 
следующими:

α = 3π,
β ≈ 1/2.

...сила 
сопротивления 
воздуха станет 

такой:

Ээ...

Вот оно как!
Поэтому...

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка120
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Если же объект 
большой и он 

движется быстро  
и легко в маловязкой 

среде, то весомее 
будет инерционное 

сопротивление.

 в общем случае  
если объект маленький,  
и движется он медленно  
в вязкой среде, то более 
весомым будет вязкое 

сопротивление.

Кстати говоря,

Сопротивление

Со
пр

от
ив

ле
ни

е

Медленно

Быстро

Сопротивление

Кажется,  
я понимаю...

Тогда что будет 
в случае капель 

дождя?

Да? Ну...

ДАВ
АЙ

, Д
АВ

АЙ

Это...

ХИ-ХИ

УГУ, 
УГУ

называемый 
Числом 

рейнольдса .

Для определения 
этого существует 
особый индекс, 

вязкое... да?

Будет... 

хи-хи-хи

Смеется
Госпожа 
богиня, 

кажется, 
развеселилась
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Вернемся  
к обозначению 

величины объекта 
как L вместо 2r.

Для начала найдем 
соотношение 
инерционного 
сопротивления  
по отношению  

к вязкому.

Вот что 
получим.

Получим 
вот что.

Появившаяся 
здесь дробь

Lru/h ...

...и называется  
Числом рейнольдса .

Значение числа 
Рейнольдса большое,

порядка 1000

Значение числа 
Рейнольдса маленькое,

порядка 0,001 

Для атмосферы  
значения r и h следующие:

r = 1,2 кг/м3
;

h = 1,8·10–5 Па·с.

Если, например,  
L = 0,1 мм, то мы 
можем рассчитать, 

какое сопротивление, 
вязкое или инерционное, 

будет сильнее влиять  
на объект.

Оо!!
Если число  

Рейнольдса маленькое,  
то вязкое сопротивление 

более активно, если большое, 
то эффект больше от 

инерционного сопротивления.

В самом 
деле...

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка122
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Радиус

1000 мкм* (= 1 мм)

10 мкм (= 0,01 мм)

Величина капель 
дождя и частиц 
воды в облаке 

такова:

Частица воды 
в облаке

Частица 
воды  

в облаке

Сопротивление

Дождевая 
капля

* 1 мкм = 10–6 м.

Фитбол Именно.

Так сильно 
отличаются...

Разница  
как раз  

как между  
каплей дождя  

и частицей воды  
в облаке.

Между прочим, 
диаметр этого 

гимнастического 
мяча - 60 см

Пулька  
в страйкболе Дождевая 

капля

2. модель

Можно 
нарисовать 

схему.

Итак, попробуем 
смоделировать падение 
капли воды, примерно 

такой, как частица 
воды в облаке.

Прежде всего  
выведем уравнение 

движения для падающего 
в воздухе вертикально 

вниз тела.

При падении 
вертикально 

вниз

Скорость

u

mg
Сила тяжестиугу.

Его можно  
записать вот так.

2. модель 123
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в случае с частицей 
воды в облаке 
можно оставить 

вот так:

Однако

Учитываем 
только вязкое 
сопротивление, 

да?

а теперь 
преобразуем...

Делим обе 
части на m

Это 
дифференциальное 
уравнение движения 

частицы воды  
из облака!

Чтобы упростить вид 
формулы, объединим все 
величины, кроме скорости: 

Дифференциальное уравнение 
движения частицы воды из облака

Получилось!

ООО...
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Дифференциальное уравнение 
движения частицы воды из облака

Изменение скорости 
объекта по отношению  
к изменению времени

 Действующие на объект 
силы на единицу массы

Отлично!!!
Я попробую 

решить!!!

Дайчи, 
давай!Вот  

и результат  
стараний!

не получается...

О
ГО!

Эх...

Не пе
реж

ивай
 так

g мешает,  
не получается 

применить метод 
разделения 
переменных...

Потому что  
в этот раз 

мы разбираем 
пример 

посложнее.

Проблема

В правой же части 
находятся 

действующие  
на объект силы 

(деленные на массу).
В левой части этого 
дифференциального 
уравнения находится 
изменение скорости 

объекта по отношению 
к изменению  

времени.

Давай 
поразмыслим.

да...

2. модель 125
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Другими словами, 
скорость объекта 

меняется под 
влиянием сил, 
записанных  

в правой части.

Таким 
образом,

Это демонстрирует, 
что скорость 

объекта меняется  
в зависимости от 
двух показателей -  

g и –νu.

Ээ...
то есть...

а -νu - это функция от 
скорости объекта (капли) 

v, пропорциональная 
скорости.

Из этих двух параметров 
g - это константа, 
равная ускорению  

силы тяжести, 

Понятно.

давай посмотрим 
на вещи с точки 
зрения физики.

Хорошо... 
Первый показатель - 
константа g - это 

воздействующая на 
объект постоянная 

сила тяжести.

Другими словами, 
он показывает,  

что тело движется 
вниз с ускорением.

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка126
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Предположим, что 
сначала объект 
находится  
в состоянии  
покоя,

...Означает, что 
скорость объекта 

при падении u 
постепенно 
возрастает.

Тогда движение 
вниз с ускорением...

Стой тутНе двигайся
Ой, Дайчи!

А...

Ааа!
u – увеличивается

Сила  
сопро-

тивления

Сила  
сопро-

тивления

Сила  
тяжести

Сила  
тяжести

па -пам

Ага...
Если u  
увеличивается,  
то и значение νu 
растет, а значит, 
увеличивается  
и направленная  
вверх сила  
  сопротивления.

А!

поэтому чем быстрее 
будет падение объекта 
вниз, тем меньше будет 
влияние сил, тянущих 
этот объект вниз.

Правая часть 
уравнения выражает 
совокупное действие 

силы тяжести  
и сопротивления, 

УФ
Кажется, 
он здорово 
испугался

в конце 
концов...Простите

Угу.

Значение силы 
сопротивления 
ведь не может 

превысить 
значение силы 

тяжести!

Сила тяжести  
и сила 

сопротивления 
сбалансируются!

Ага...

А поскольку сила 
тяжести  
и сопротивления 
сбалансированы, 
то в итоге объект 
будет падать  
с постоянной 
скоростью.

АААА!!!

Недавно 
говорили  

об этом!!!

П
осто-

янная
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Ооо!!

а теперь попробуем 
представить, что будет, 

если будет отсутствовать 
сила тяжести.

Ах-ха!

Э?

ХИ-ХИ

в
ж

и
х

Это называется 
мысленный 

эксПеримент.

Скорость, с которой объект 
изначально двигается, 
назовем наЧальной 

скоростью и обозначим u0. 
Тогда начальная сила 
сопротивления будет

–νu0.

Но когда ничего 
не происходит, 

это не интересно, 
поэтому сделаем 

так, чтобы он 
изначально 
двигался.

Если нет силы тяжести,  
то нет силы, движущей 
объект вниз, поэтому 
если изначально объект  
в состоянии покоя, 
то он не начнет  
падать, а останется  
на месте.

Сопро-
тивление

–νu0
Начальная 

скорость
u0

Состояние 
покоя

Ооо! 
Плыву...

Йа
аа

!!

Однако  
сила сопротивления 

действует в обратном 
направлении к движущемуся 
объекту, поэтому скорость 
объекта начнет постепенно 

уменьшаться...ОЙ!
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Оста-
новка

Обе части делим на u  
и интегрируем

Выводим u

Преобразуем каждый  
интеграл по отдельности

Объединим интегральные 
константы в одну

Решение для ситуации, когда 
действует только вязкое  

сопротивление

И в итоге он 
остановится.

Метод 
разделения 
переменных, 

да?!

Так как нет силы тяжести, 
то и первого показателя g 

не будет.

Попробуем отобразить  
эту ситуацию в нашем 
дифференциальном 

уравнении. 

УРА!

ВОТ
Теперь  

его можно 
использовать!

УРА!
Тогда уравнение движения, 
при условии что действует 

только вязкое 
сопротивление, будет 
выглядеть вот так.

Вот и решение:

Ага.

Только 
обозначим 

константу ±eC

как просто с
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Время

Скорость

...если время t = 0,  
то u(0) = u0.

первоначальную 
скорость объекта  

мы обозначили как u0, 
поэтому...

Итак,

Ага.

То есть решение 
уравнения можно 

записать так:

Следовательно, если  
в предыдущее уравнение 

мы подставим эти 
значения, то сможем 

вычислить неизвестную 
константу.

Если нарисовать 
график,  

то получится  
вот что:

Движение  
все замедляется  
и приближается  

к нулю.

Так как есть 
сопротивление 

воздуха, то если бы 
не было внешних сил, 
типа силы тяжести,  

то в итоге объект бы 
остановился.

Скорость  
постепенно 
снижается  

и приближается  
к нулю

Так же как ты 
недавно.
Ха-ха-ха

У госпожи 
богини такое 
хитрое лицо
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Кстати, если начальная 
скорость u0 равна нулю,

то из равенства 
u(t) = u0e–vt 
получим, что  

u(t) = 0.

Это показывает 
очевидное, что объект 

все время стоит  
на месте.

Повтор

Состояние 
покоя

Это 
понятно...

3. решение

Мир математикиРеальный мир

Явление

Модель движения  
при наличии вязкого 

сопротивления

Модель ситуации,  
когда действует только 
вязкое сопротивление

Решение модели, когда 
действует только вязкое 

сопротивление

Описание явления,  
когда действует только  
вязкое сопротивление

Модели-рование

Приме-
нение

Интер-
претация

Вычис-
ления

Падение мелких 
капель воды, 

подобных 
частицам воды  

в облаке

Итак, при отсутствии силы 
тяжести мы смогли решить 
задачу с помощью метода 

разделения переменных.
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А теперь...

то дифференциальное 
уравнение, с которого  
мы начали, всего лишь 
скорректировав уже 
полученное решение!

...найдем способ 
решить

э...

Та-дам!

ХИ-ХИ

Ой, опять 
хитрое 
лицо

Это возможно?

Это решение 
игнорирует силу 

тяжести, но учитывает 
сопротивление 

воздуха.

Поэтому если мы  
в него добавим 

результат воздействия 
силы тяжести,  
то это и будет 

достаточным для 
решения уравнения:

Решение модели, когда действует  
только вязкое сопротивление

С
ил

а 
тя

ж
ес

ти

Да.
угу.

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка132
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Ну так попробуем 
рассмотреть коэффициент 
с в уравнении u(t) = сe–vt  

как функцию  
от времени t!

какой же будет 
подходящая 
поправка...

но

вот такое 
предположение: Замена константы функцией

Тогда решение 
дифференциального 

уравнения можно 
переписать вот так:

Решение в случае замены константы функцией

Значит, можно 
произвести замену!

Теперь это 
дифференциальное 

уравнение удовлетворяет 
необходимым условиям.

3. решение 133
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 Итоговые вычисления

Дифференциальное уравнение, которое 
мы хотели решить изначально.
Подставляем замену v(t) = c(t)e–vt.

Подставляем замену v(t) = c(t)e–vt.

Cокращаем на vc(t)e–vt в обеих 
частях уравнения.

Переносим e–vt и интегрируем.

Продифференцируем левую часть...

Возвращаемся:

Решение для ситуации, когда действуют 
сила тяжести и вязкое сопротивление.

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка134
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Ну.. как-то...  
у меня ощущение, 

что меня 
обманули...

Замечательно, 
правда?!

Ну как, смотри, 
все получилось!

Правда?

Мир математикиРеальный мир

Явление

Модель с учетом силы тяжести 
и вязкого сопротивления

Модель ситуации, когда 
действует только вязкое 

сопротивление

Решение модели, когда 
действуют сила тяжести  
и вязкое сопротивление

Решение модели, когда 
действует только вязкое 

сопротивление

Описание явления,  
когда действует только  
вязкое сопротивление

Модели-рование

Приме-
нение

Интер-
претация

Вычис-
ления

Вычис-
ления

Падение мелких 
капель воды, 

подобных 
частицам воды  

в облаке

Это такой  
метод решения!

Замена коэффициента  
на функцию  

от независимой  
переменной 

дифференциального 
уравнения.

Нет 
никакого 
обмана!

 

                            23 / 24



4. интерпретация

За начальное состояние 
возьмем u(0) = 0 в момент 

времени t = 0.

Итак, исследуем 
состояние падающей 
капли, равной частице 

воды в облаке. 

Ага!

Вот так будет, 
да?

Хм...

Подставляем

Выводим 
значение 

константы

Решение при условии, 
что начальная скорость 

равна нулю

Изменение скорости относительно времени 
для объекта, падающего в воздухе,  

если его начальная скорость равна нулю

Здорово!

С течением времени 
значение скорости 

приближается  
к определенному  

числу, да?

Теперь 
попробуем 
нарисовать 

график!

Именно!

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка136
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Это называется 
конеЧная 
скорость. Конечная 

скорость

Конечная скорость

Ее значение  
равняется решению 
уравнения, когда  
время t стремится  
к бесконечности. 

Бесконечность

Это ν...
Получается, что  

конечная скорость 
пропорциональна массе 
объекта и ускорению 
свободного падения 

mg!

в воздухе 
тяжелые 

объекты падают 
быстрее!

Конечно, 

содержит  
в себе 

коэффициент 
вязкого 

сопротивления  
и массу объекта, 

поэтому Конечная скорость

Скорость

П
ос

то
ян

на
я

и тогда 
получим:

можем  
подставить  

в формулу обратно 
это значение ν,

В конце концов, 
объект будет падать 

с постоянной 
скоростью, значение 

которой зависит  
от его массы.

Сразу после  
начала падения 
объект падает  

с фиксированным 
ускорением g, затем 

постепенно 
ускорение начинает 

уменьшаться.

ОЙ!

Оо!

4. интерпретация 137
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Так же, как в случае, когда мы предполагали отсутствие 
силы тяжести, попробуем рассмотреть ситуацию, когда 
начальная скорость равна не нулю, а u0.

Если посмотреть на график, 
то видно, что когда началь
ная скорость u0 положитель
на, то изменение скорости из
начально направлено вниз, 
а если отрицательна, то изме
нение скорости изначально 
направлено вверх, но...

...каким бы оно не было, 
в итоге значение скорости 
будет стремиться к конеч
ной скорости mg/6πηr!

Подставим u(0) = u0.

Выводим константу.

Решение для случая, когда 
начальная скорость равна u0.

Cила сопротивления

Cила тяжести

Изменение скорости падающего в воздухе объектa  
относительно времени при начальной скорости u0
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И действительно...
Они же не падают...

мы можем 
объяснить, почему 

же облака  
не падают  

с неба.

Теперь, дойдя 
до сюда, 

Если упадут, 
будет плохо...

Хотя они состоят 
из капель воды...

...поэтому мы можем рассчитать 
для нее конечную скорость, 

учитывая, что плотность воды 
составляет 1.103 кг/м3.

Частица воды в облаке,  
о которой мы говорим, 

имеет радиус около  
0,01 мм...

облако
О... Довольно  

медленная, да?

Такой вот результат.

Ага, составляющие 
облака частицы воды 
падают со скоростью 

примерно 1 см в секунду. 

1 с
1 смЧастицы 

воды

ЭЭ...

4. интерпретация 139
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Подобно 
этому. Выпью 

одну 
чашечку

Поэтому,  
хотя эти частицы 
воды и стремятся 

упасть вниз, в итоге 
они, наоборот, 
поднимаются  

вверх.

Однако скорость 
восходящих потоков 
воздуха выше этой 

скорости. 

Понимаю.

В
ос

хо
д

ящ
ий

 п
от

ок
 в

оз
д

ух
а

До сих пор мы рассматривали 
случай, когда падает маленький 
объект вроде частицы воды  

в облаке и когда действует только 
вязкое сопротивление.

Так?

Другими 
словами, 

хотя частицы воды в облаке  
и падают медленно, но 

поскольку окружающий воздух 
поднимается быстрее, поэтому 

облака и не падают вниз. 

В
яз

ко
е 

 
со

п
ро

ти
в-

ле
ни

е

В
оз

д
ух

В
озд

ух

Однако...Потоки воздуха поднимаются быстрее, 
чем падают частицы воды

Сила 
сопротивления

Скорость 
восходящих 

потоков 
воздуха

Сила  
тяжести

...в случае 
падения капель 
дождя, мяча, 

человека  
или других 

окружающих  
нас  

предметов

Вот оно 
что!Правильно.

чаще всего 
достаточно 
рассмотреть 

только 
инерционное 

сопротивление.

Хлю
п-

хлю
п

Скайдайвинг
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Уравнение движения в случае, если дей-
ствует только инерционное сопротивление. 
Выразим конечную скорость, учитывая, что 
сила тяжести и сила сопротивления сба-
лансированы, а значит, ускорение (du/dt) 
равно нулю...
Конечная скорость в случае, если дейст
вует только инерционное сопротивление. 

Небольшая 
хитрость

Метод  
разделения 

переменных, 
да?!

В обеих  
частях  
возьмем  
обратные 
значения.

В правой части используем 
разложение дробей на части.

Разделив переменные, 
интегрируем.

4. интерпретация 141

 

                             5 / 24



Если изначально объект находился в состоянии покоя, 
то в момент времени t = 0 получаем u(0) = 0, а инте
гральная константа будет такой:

Скорость объекта u не может превысить конечную 
скорость, поэтому можно убрать знак модуля. В ре
зультате скорость будет такой:

Хотя и похоже на ситуацию с вяз
ким сопротивлением, но тут изгиб 
кривой более резкий, да?

Решение для случая, когда действует 
только инерционное сопротивление.

Изменение скорости падающего в воздухе объекта  
в зависимости от времени при условии нулевой начальной скорости  

и с учетом инерционного сопротивления
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В случае  
с каплей дождя  

конечная скорость  
будет вот такой:

Радиус: 1000 мкм (= 1 мм)

Плотность атмосферы r = 1,2 кг/м3

Плотность воды r ¢ = 1´103 кг/м3

6,6 метра  
в секунду!

Ну тогда,  
если подумать, 
действительно,  
не такая уж 

большая 
скорость.

Вот как..

1 с 6,6 м

Бы
стро     к

ак!!

Ой, 
больно!Поэтому,  

даже если  
мы попадаем 
под дождь,  

это не опасно.

Капля 
дождя ЭЭ...

Капля 
дождя

По сравнению  
с частицей воды  

в облаке, эта 
скорость выглядит 

внушительно, 

но, например, чтобы 
упасть с высоты 400 м, 

капле дождя потребуется 
больше минуты.

Да уж, 
приятного 

мало

Было бы неприятно, 
если бы от дождя мы 

получали травмы

4. интерпретация 143
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В следующий раз 
разберем модель, 
когда функция 
то возрастает,  
то убывает.

Ну как? 
Понятно теперь, как 

работать с моделями, 
когда сначала процесс 

меняется, а потом 
стабилизируется?

ага.
И на этом  

мои объяснения 
закончатся.

Да!

Опять  что-то сложное...

как...

вот

Давай-ка как 
следует старайся 
до самого конца!

А.
Хорошо!!!

Врем
я  

для 
вкус

няш
ек! И чая!

А  
туман-то 

рассеялся!

ДА!!!даиЧи!

 

                             8 / 24



5. метод вариации произвольных постоянных

Вернемся к тому, как мы получили решение для дифференциального уравнения, опи-
сывающего движение падающего в воздухе объекта с учетом воздействия вязкого со-
противления. Исходное дифференциальное уравнение, которое нас интересует:

изначально нельзя решить с помощью метода разделения переменных, поэтому снача-
ла мы отбросили первый показатель в правой части g (предполагаем, что его изначаль-
но не было), после чего уравнение приобрело вид, подходящий для метода разделения 
переменных:

(дифференциальное уравнение, к которому можно применить разделение переменных).
Затем мы его решили. Полученное решение

u(t) = ce–vt          ¬  Общее решение

содержит произвольную постоянную с (общим решением называется множество всех 
решений дифференциального уравнения, и для уравнения n-го порядка оно содержит 
n произвольных постоянных). В качестве начального состояния мы взяли момент вре-
мени t = 0, в который u(0) = u0, и получили частное решение:

u(t) = u0e–vt.          ¬ Частное решение

Когда в общем решении мы заменяем произвольную постоянную на конкретное 
значение, то получаем частное решение. Если бы нашей задачей было решить уравне-
ние (4.2), то на этом бы мы и закончили. Но мы хотим решить дифференциальное 
уравнение (4.1), а для этого нам нужно скорректировать полученное методом разделе-
ния переменных решение. Для этого в общем решении (4.3) заменим произвольную 
постоянную с на функцию от времени c(t):

u(t) = c(t)e–vt.

Подставив эту замену в исходное дифференциальное уравнение (4.1), получаем ис-
комое решение:

(4.1)¬ Исходное дифференциальное уравнение

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

5. метод вариации произвольных постоянных 145
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Падение объекта в воздухе

Явление

Объяснение явления

Объяснение явления

Модель

Модель

М
од

ел
ир

ов
ан

ие

Решение

Решение

Вычисления

Вычисления

Интер-
претация

Применение

Интер-
претация

Мир математикиРеальный мир

Пройдя процесс моделирования, дважды получили искомое решение

Модель движения падающего в воздухе объекта с учетом вязкого сопротивления

Мы получили решение искомого уравнения, но, возможно, существуют сомнения, 
действительно ли оно подходящее? Попробуем его обобщить1.

Если записать наше исходное дифференциальное уравнение (4.1) в общем виде, то 
получим:

Хотя в нашем уравнении движения падающего в воздухе объекта с учетом вязкого 
сопротивления (4.1) вместо p(x) и q(x) были константы, но в общем случае их можно 
представить как фунции от х. Уравнение же движения в случае отсутствия силы тяже-
сти (4.2) в общем случае будет выглядеть так:

Оба уравнения линейные, но различаются наличием или отсутствием функции 
q(x). В уравнении (4.8), которое не содержит q(x), каждое слагаемое содержит или у, 
или dy/dх, а значит, это уравнение является однородным дифференциальным уравне-
нием. В уравнении (4.7) есть функция q(x), не связанная с переменной у, а значит, это 
неоднородное дифференциальное уравнение.

(4.7)¬  Неоднородное дифференциальное уравнение

(4.8)¬ Однородное дифференциальное уравнение

1 Это одно из преимуществ математики.

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка146
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Решаем однородное дифференциальное уравнение (4.8) методом разделения пере-
менных и, обозначив за С интегральную постоянную, получаем:

y = e–òp(x)dx+C = eCe–òp(x)dx. (4.9)

Так как решение содержит произвольную постоянную, это общее решение. Заменим 
содержащуюся в общем решении интегральную константу С на функцию от х – С(х):

y = eC(x)e–òp(x)dx.

Чтобы упростить вид полученного уравнения, заменим еС(х) на с(х). Получаем такое 
допустимое решение:

y = c(x)e–òp(x)dx. (4.10)

Подставив полученное решение в неоднородное уравнение (4.7), выведем с(х):

Получается, что функция с(х) равна:

 
Получив значение допустимой функции с(х), подставим его в решение неоднород-

ного уравнения (4.10):

 
(4.11)

и получаем общее решение неоднородного уравнения.
Теперь раскроем скобки в полученном общем решении неоднородного уравнения 

(4.11):

А значит, учитывая, что с ¢ = еС, получается, что общее решение однородного урав-
нения (4.9)

¬  Общее решение однородного уравнения

¬ Замена в общем решении однородного уравнения постоянной на функцию

¬ Допустимое решение неоднородного дифференциального уравнения

¬ Допустимая функция

¬ Общее решение неоднородного уравнения

¬ Общее решение однородного уравнения

5. метод вариации произвольных постоянных 147
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и частное решение неоднородного уравнения

в сумме дают общее решение неоднородного уравнения.

¬ Частное решение неоднородного уравнения

Общее решение 
неоднородного уравнения

Общее решение  
однородного уравнения

Частное решение  
неоднородного уравнения= +

Решение неоднородного уравнения

Давайте проверим. Если решением однородного уравнения (4.8) является y = u(x), 
тогда получим вот такое соотношение:

Если при этом решением неоднородного уравнения (4.7) будет у = u(x), то получим 
вот такое соотношение:

Если же теперь сложим полученные результаты (4.12) и (4.13), то получим вот такое 
соотношение:

А следовательно, y = u(x) + u(x) также является решением неоднородного уравне-
ния (4.7). Значит, мы смогли таким способом получить решение неоднородного диф-
ференциального уравнения.

Метод решения неоднородных дифференциальных уравнений называется мето
дом вариации произвольных постоянных. Называется он так потому, что для реше-
ния неоднородного уравнения мы производим замену произвольных постоянных на 
неизвестные функции в общем решении однородного уравнения.

Глава 4. неоднородные линейные дифференциальные уравнения  1-Го порядка148
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Решаем однородное уравнение

Заменяем в общем решении однородного уравнения 
произвольные постоянные на неизвестные функции 

Подставляем полученные функции  
в неоднородное уравнение

Получаем частное решение 
неоднородного уравнения

Решение неоднородных уравнений

Метод вариации произвольных постоянных – это способ решения неоднородных 
дифференциальных уравнений, в котором мы сначала решаем легкодоступную для 
решения часть уравнения (однородное уравнение), а затем корректируем полученное 
решение, чтобы оно удовлетворяло условиям неоднородного дифференциального 
уравнения. То есть метод основан на том, что мы сначала решаем то, что можем легко 
решить, а детали учитываем позднее. И это великолепная идея! Так же и на примере 
падающего в воздухе объекта, мы сначала находим решение для той части, когда дви-
жение объекта меняется по экспоненте, а уже потом приходим к общему конечному 
решению. 

5. метод вариации произвольных постоянных 149
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глава 5

линейные 
дифференЦиальные 
уравнения второго 

Порядка
не только колеБания
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1. явления колебаний

Э...
Это еще что?!

шум
гам

О чем  
не помолишься - 
все сбывается!Какой 

замечательный 
храм!

И жена 

верн
улас

ь!!

Ах... 
это он...

госПожа 
Богиня!!

Спасибо, боги! 
Банзай! Банзай! ОЙ!

Только этого 
не хватало...

152
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я так и думала! 
все ПолуЧилось!

Я лично 
ничего  

не делала!

Этот человек, 
наверное, сам 
чего-то там 

сделал!

Чего?!

Если такая 
посещаемость 

продолжится, у нас 
больше не будет 

проблем!

Ах-ха

А еще лучше,  
чтобы она росла как 
экспоненциальная 

функция!

Отпусти меня!
Ты меня  

не слышишь!

Кроме того, 
работать  
при таком 
скоплении 
людей...
это уж  

слишком...

ладно, 
делать 
нечего...

Придя сюда,  
я как будто 
прилив сил 
ощутила.

Держитесь, 
дев ч онки!

ЭЙ!

Да, понимаю!

1. явления колебаний 153

 

                            17 / 24



Все, больше 
не могу... сил нет...

А
А

а
.

.
.

.

устала

Когда так устаешь, 
нужно чего-нибудь 

сладенького 
съесть.

Пожалуйста, 
госпожа 
Богиня.

о...
о-о-о-о-о....

Госпожа Мидзуки,

можно я съем?

Это тоже  
очень вкусно! 

Откуда эти кексики?

Ох!

Хорошо!

154
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Чего!? Теперь понятно, 
почему они такие 

неказистые.

ХЕ-ХЕ

В благодарность 
за все.

Эти я сам 
сделал.

Тогда не ешьте.
Даичи! 

Здорово!

начнем  
последнее занятие!

Итак,

Но на вкус 
прекрасные!

Хмм...

НЯМ-
НЯМ

Будьте  
так люБезны!

Колебания

Все в этом мире 
совершает 
колебания! 

Поэтому 
разобраться  

в колебательных 
явлениях очень 

полезно!

Сегодня 
рассмотрим,  
как перенести  

в мир математики 
колебательные 

явления.

Колебания -  
это когда процесс  

то возрастает, то убывает

Э-э-э...

1. явления колебаний 155
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Не получается...

Предложи ты 
что-нибудь.

Так, что возьмем 
для примера?

Так я  
и думала...

Прост
ите

Что-то, что  
то возрастает,  

то убывает, да?
Да, туго 

соображаешь...

Легкий и понятный 
пример -  

это пружина!

Например,  
на велосипеде 

благодаря пружине 
ехать не больно. 

Она то растягивается, 
то сжимается, то есть 

колеблется, верно?

Подвеска

Пружина

Велосипедная 
подвеска, 

содержащая пружину, 
амортизирует удары 

при езде. 
Понятно!

Пружина?

Есть!

Для моделирования 
колебательных явлений нам 

понадобятся более сложные 
линейные 

дифференЦиальные 
уравнения  
второго  
Порядка .

Так что сегодня  
постарайся  
как следует!

156
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...используем такое 
приспособление.

2. колебания. 
модель 1

Итак, 
чтобы легче было 

измерить длину пружины, 
которая то сжимается, 

то растягивается...

А что это?

Если сначала оттянуть груз, 
а потом отпустить, пружина 

начнет колебаться. 

Длина пружины в естественном 
положении, когда к ней  

не приложено никаких сил, 
называется естественной 

длиной.

Естественная длина

Естественная длина

Пружина

Оттягиваем

Отпускаем

Ровная  
горизонтальная 

поверхность
Груз

Если сильно 
оттянуть груз, то 

пружина растянется,

после чего  
начнет сжиматься  
и растягиваться  
с замедлением,  

пока не вернется  
к естественной  

длине.

А по движению груза 
можно будет легко 

понять степень 
растяжения пружины.

АГА

какая связь 
между силой, 
оттягивающей 
пружину, и ее 
растяжением?

Теперь давай 
подумаем,

О-о-о...

2. колебания. модель 1 157
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Хмм... Наверное, сила, которая 
оттягивает пружину,  
и степень растяжения 

пружины 
пропорциональны?

Пропорциональны

И то же самое  
между силой, 

сжимающей пружину,  
и ее сжатием.

Именно!

Растянулась в обратном 
направлении

Получится так, 
да?

Каждый раз говорить 
"растягивается, 

сжимается" несколько 
хлопотно, поэтому 

когда пружина 
сжимается, это 

называют 
растягиваться  
в оБратном 
наПравлении . Растяжение  

пружины от  
исходной точки: х.
сила пружины: fe.

коэффициент про-

порциональности: k.
Именно!

Итак, местоположение груза, когда 
длина пружины естественная, назовем 
исХодная тоЧка, а растяжение пружины 

при оттягивании обозначим за х  
и составим уравнение.

...Это соотношение 
называется закон гука, 

а сила пружины 
называется силой 

уПругости . А вот  
и график!

Сила упругости

Сила пружины 
fe

Растяжение

Исходная точка

Исходная точка

ХММ...
Если растянуть пружину,  

то задействуется сила, тянущая 
ее в обратном направлении, 

поэтому...

Глава 5. линейные дифференциальные уравнения второГо порядка158
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Кстати, коэффициент 
пропорциональности 

k...

...зависит от вида пружины, 
поэтому его называют 

коэффиЦиент жесткости 
Пружины.

Каких только 

не бывает!

k  большой k  маленький
П

а
м

П
а

-б
а

м

Если мы хотим растянуть на 
одинаковую длину пружины 
с разными коэффициентами 

жесткости, 

то для растягивания  
той пружины, у которой 
k больше, потребуется 
приложить бО’льшую  

силу. 

ОЙ!

Это что, я?

Поэтому  
он и называется 
коэффициентом 

жесткости, поскольку 
показывает, насколько 

жесткой является 
пружина.

Понятно...

Тут тоже сила 
сопротивления?

Но сила упругости  
не единственная 
сила, влияющая  

на пружину.

Совершенно 
верно!

Сегодня он,  
похоже,  

в хорошей 
форме

Ага.

2. колебания. модель 1 159
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Cила 
упругости

Cила 
сопротивления

Растяжение 
пружины

Исходная  
точка

Здесь тоже мы будем 
учитывать только то 

сопротивление, которое 
пропорционально 

скорости скользящего 
по поверхности  

груза. 

Из-за сопротивления 
воздуха и трения 
появляется сила 

сопротивления, которая 
направлена  

в противоположную 
сторону.

Угу.

Коэффициент пропорциональности

Сила сопротивления

Сила сопротивления

Обозначим силу сопротивления 
как fr . Скорость скользящего  

по поверхности груза мы можем 
выразить как изменение 
местоположения груза 
относительно времени.

Коэффициент 
пропорциональности 

обозначим как с. 

Пока нет.Получим такую 
формулу!

Добавим еще 
внешнюю силу.

НО...

Теперь можем 
построить модель, 

да?

Получилось!

Внешнюю 
силу?

Глава 5. линейные дифференциальные уравнения второГо порядка160
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Если бы внешняя сила 
не воздействовала, 
то пружина сразу бы 

останавливалась.

После того как пружину 
один раз оттянули,  
а затем отпустили, 

задействуется также 
внешняя сила.

В
не

ш
ня

я 
си

ла

К
ол

еб
ле

тс
я

О
ст

ан
ов

ил
ас

ь

А, вот оно что.

Почему?

Если пружину все 
время натягивать  
с одинаковой 

силой, то...

Бедненькая
Паааам

...на растянутую пружину 
будет воздействовать  

так называемая 
периодическая сила.

Внешняя сила

Внешняя сила

Обозначим ее вот 
так, как функцию 

от времени.
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Теперь все 
готово.

Это свойство объекта  
не изменять свое  
движение при отсутствии  
воздействия внешних сил.

Инерция

Сопро-

тивление

Упругость

Колебания Эээ...

Теперь 
колебательную 

систему, подобную 
той, что мы 

рассматривали, 

можно разделить  
на три составляющих: 
инерцию, упругость  
и сопротивление. 

Кстати говоря, колебания тока  
в электрической цепи тоже можно описать 

такой же механической моделью. 

Колебания грузаКолебания тока

В этом случае 
индуктивность (L), 

электрическая емкость (С)  
и электрическое 

сопротивление (R)  
в электрической цепи

соответствуют 
механическим понятиям 

инерции, упругости  
и сопротивления.

Значит, этой моделью 
можно описать не только 
механические колебания,  

но и разные другие 
колебательные явления.
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Если обозначим  
за m массу груза,  

то вот что получится:

Итак,
попробуем составить 
уравнение движения  
для колебательной 

системы.

Сила 
упругости

Сила 
сопротивления

Масса груза

Мера 
сопротивления 

воздуха

Жесткость пружины

Внешняя 
сила

Для большей наглядности 
это уравнение часто 
записывают вот так:

Итак, у нас 
получилось 

смоделировать 
колебательную 

систему.

Точно.

Теперь попробуем 
решить это 

дифференциальное 
уравнение.

Получилось  
линейное неоднородное 

дифференциальное 
уравнение второго порядка, 

да?
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3. колебания. модель 2. 
простые колебания Это уравнение...

ХММ...

Трудновато...

с чего бы начать 
его решение?..

К примеру,  
в этом случае...

В таких ситуациях 
прежде всего нужно 

максимально 
упростить задачу.

Такое сложное...

Сила 
сопротивления Внешняя 

сила

То есть учитываем 
только инерцию  
и упругость, да?

...попробуем 
посмотреть, что 

будет, если убрать 
силу сопротивления 
и внешнюю силу.

Понятно
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Ага,
силой, воздействующей  

на груз, останется только 
сила упругости пружины.

Чтобы привести 
формулу к более 
понятному виду, 

в левой части оставим 
только производную х 
второго порядка, а kх 

перенесем в правую часть.
Теперь разделим  

обе части уравнения 
на m

и получим 
вот что:Это однородное 

дифференциальное 
уравнение второго 

порядка, да?

Уравнение движения  
без учета сопротивления и внешней силы
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Итак, что мы сейчас сделали? Полученная модель получилась такой сложной, что 
не понятно, как с ней работать. Поэтому мы упростили явление, опустившись на 
уровень ниже, и получили другую модель.

После двойного дифференцирования возвращается к исходному значению... Где-
то такое уже было...

Если посмотреть действительно внимательно, то заметишь, что после двойного 
дифференцирования х по t мы на выходе получаем снова –х, хотя и с добавлени-
ем k/m1.

1 При быстром взгляде этого не заметить.

Еще раз?

Теперь найдем общее решение для ситуации, когда отсутствуют сила сопротивле-
ния и внешняя сила. Посмотри внимательно на это дифференциальное уравнение.

Понятно.

Моделирование движения груза, прикрепленного к пружине, 
без учета сопротивления и внешней силы

Реальный мир

Модель

Решение

Модель

Явление

Е
сл

и 
не

 у
чи

ты
ва

ть
 с

оп
ро

ти
вл

ен
ие

 
и 

вн
еш

ню
ю

 с
ил

у

Вычисления

Моделирование

Мир математики

Движение груза,  
прикрепленного к пружине
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На стр. 53 мы дифференцировали функцию синуса:

Если полученную функцию косинуса продифференцировать снова, то получим:

Что можно записать вот так:

То есть после двойного дифференцирования мы вернулись к первоначальной 
функции. Если умело использовать это свойство тригонометрических функций, 
то кажется, можно получить решение и нашего уравнения. Однако в нашем урав-
нении d2x/dt2 = –(k/m)x есть добавочный элемент k/m, с которым надо что-то сде-
лать. Тут уместно вспомнить одно из основных свойств производных. Если w – 
это константа, то:

Теперь, кажется, что-то может получиться. Если обозначить:

 
(5.1)

то получается, что:

x(t) = sinwt. (5.2)

Это является решением уравнения d2x/dt2 = –(k/m)x. Вот и хорошо!
Но подождите! Это не единственное решение, разве не так? Например, если реше-
ние (5.2) умножить на константу:

x(t) = Asinwt, (5.3)

то это тоже будет являться решением уравнения d2x/dt2 = –(k/m)x. Потому что, ес-
ли подставить это решение в уравнение:

мы можем в этом убедиться. Кроме того, вот формула производной косинуса:
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И если теперь еще раз продифференцировать полученный в результате синус:

,

получим снова косинус. Это можно переписать как:

И если В – это константа, то получим, что:

x(t) = Bcoswt, (5.4)

и это тоже будет являться решением уравнения d2x/dt2 = –(k/m)x.
На самом деле общим решением уравнения является линейная комбинация2 ре-
шения (5.3) и решения (5.4):

x(t) = Asinwt + Bcoswt. (5.5)

Если общее решение (5.5) дважды продифференцировать по t:

,

то мы убедимся, что оно действительно является решением уравнения.

¬  Общее решение без учета воздействия силы сопротивления 
и внешней силы

2 Это сумма элементов, каждый из которых умножается на константу.
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Мы получили общее 
решение, теперь 

проанализируем детали, 
чтобы в нем 
разобраться. Фух...

Продвигаемся 
постепенно!

Общее решение без учета воздействия 
силы сопротивления и внешней силы

Держись!

...затем плавно отпустим груз.  
И теперь рассмотрим ситуацию  
в этот самый момент времени, 

когда мы отпускаем груз, 
обозначив его как t = 0.

Например, оттянем груз так,  
что пружина растянется  

на длину х0... 

В этом случае начальное 
состояние будет таким: 

х(0) = x0, [dx/dt]t=0 = 0.

...Решение 
будет...

Из верхней 
формулы 
получаем:

...таким.Следовательно...
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В этом случае груз будет 
совершать циклические 

колебания между 
значениями –x0 и х0.

АмплитудаПериод

Одинаковые 
колебания, да?

Период - это время, 
затрачиваемое на 

совершение одного 
колебания. Обозначим 

этот период  
колебания как Т. 

То есть чтобы 
 в решении coswt  
wt стало равно 2p, 

нужно только, чтобы 
время t было равно T. 

Вот так.

Период колебаний

п
а
м

п
а

м

Если нет сопротивления 
и воздействия внешней 
силы, такое колебание 
будет продолжаться 

бесконечно.

Если  
колебание имеет 

постоянную 
амплитуду  

и период, то...

Кроме того, х0, 
задающий длину 

колебания, 
называется 
амПлитудой .

Все время 
движется

Угловая частота колебаний w 
равна частоте колебаний, 
умноженной на удвоенное  

число Pi

А w = √
–
k/m - 

это собственная 
угловая частота 
колебаний этой 
колебательной 

системы. 

ХММ
Простое колебание Эта формула 

используется 
о чень часто

...Оно 
называется 
Простым 

колеБанием .
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Вот эта ситуация.

Реальный мир

Решение

Модель

Модель

Явление

Описание 
явления

Е
сл

и 
не

 у
чи

ты
ва

ть
 с

оп
ро

ти
вл

ен
ие

 
и 

вн
еш

ню
ю

 с
ил

у

Вычисления

Моделирование

Интерпретация

Мир математики

Движение груза,  
прикрепленного к пружине

Так, упростив модель, мы получили решение. И хотя в реальной жизни  
непременно будет воздействие силы сопротивления, данная модель подходит  

для описания ситуации, когда сила сопротивления очень слабая

Описание явления движения груза, прикрепленного к пружине,  
без учета воздействия силы сопротивления и внешней силы

Простые колебания объясняют такие явления, как колебания пружины, в случае 
когда можно пренебречь сопротивлением (то, что мы рассматривали), или дви-
жения маятника с небольшой амплитудой. Кроме того, они являются основой 
для всех колебательных явлений, поэтому знать их необходимо.
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4. колебания. модель 3. когда есть сопротивление

  Решение задачи с учетом 
силы сопротивления Быстренько 

возвращаем! Сила  
сопротивления

Без учета силы 
сопротивления 
и внешней силы

Силу сопротивления 
возвращаем

Внешняя 
сила

Итак,  
а что же будет, 

если мы включим  
в модель силу 
сопротивления?

паам

пам

Даичи, 
что же 
будет?

Э... Ну...
О, ве

рну
лас

ь!

Разделим обе части 
уравнения на m, 

получится вот так:

Это тоже однородное 
уравнение второго 

порядка, да?

И еще одну:

Подобно тому,  
как мы делали  
в случае  
с простыми 
колебаниями, чтобы 
упростить формулу, 
сделаем замену:

Теперь 
дифференциальное 
уравнение можно 
переписать вот так:

Уравнение движения  
с учетом силы упругости и силы сопротивления

Хоть такие замены, 
может быть, и выглядят 
неестественно, но потом 

они о ч ень облег чат 
решение задачи.

А теперь решим его.
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Сейчас наша последовательность действий такая: пройдем цикл моделирования еще 
раз, добавив к предыдущей простой модели один компонент и немного ее усложнив.

Реальный мир

Решение

Модель

Модель

Модель

Явление

Описание 
явления

Описание 
явления

Е
сл

и 
не

 у
чи

ты
ва

ть
 с

оп
ро

ти
вл

ен
ие

 
и 

вн
еш

ню
ю

 с
ил

у

Вычисления

Моделирование

Добавляем 
силу 
сопротивления

Интерпретация

Мир математики

Движение груза,  
прикрепленного к пружине

Моделирование движения груза, прикрепленного к пружине,  
с добавлением воздействия силы сопротивления

Итак, попробуем найти общее решения для случая, когда не учтено только воз-
действие внешней силы. Здесь тоже внимательно посмотрим на полученное диф-
ференциальное уравнение:

3  Так как мы уже делали такое в случае с простыми колебаниями, вы, должно быть, заметили эту 
особенность быстро. 

Хорошо.

Если посмотреть внимательно, то видно, что сумма х, производной от х и второй 
производной х, равна нулю3. То есть функция х(t) должна быть такой, вид кото-
рой не изменяется при дифференцировании.  
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Функция, которая не меняется при дифференцировании... Где-то такое уже было...

Это было на стр. 53. Если посмотреть на производную экспоненциальной функции:

то очевидно, что эта функция не изменяется при дифференцировании. Если уме-
ло использовать это свойство экспоненциальной функции, можно попробовать 
решить дифференциальное уравнение 

Если просто дифференцировать функцию еt по t, не появится никаких коэффи-
циентов. Сколько раз ни дифференцируй, функция не изменится. Однако в диф-
ференциальном уравнении  каждый компонент умножается на 

коэффициент. Поэтому, чтобы решить уравнение, применим одну хитрость. Ис-
ходя из основных свойств производных (см. стр. 53)4, если l – это константа, то: 

то есть при многократном дифференцировании получим вот что:

Появился коэффициент, теперь как-то можем использовать это в нашем диффе-
ренциальном уравнении, да?

Тогда такое решение дифференциального уравнения :

x(t) = elt          ¬ Допустимое решение (5.6)
будет допустимым. Теперь попробуем определить значение константы l, удов-
летворяющей условиям уравнения 
Подставим решение (5.6) в уравнение :

Продифференцируем:
l2elt + 2glelt + w2elt = 0.
Вынесем elt за скобки:
(l2 + 2gl + w2)elt = 0.

4 Дифференцирование сложных функций.
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Так как elt никогда не может быть равным нулю5, значит, из условия уравнения 
(5.7) следует, что должно выполняться такое равенство:

l2 + 2gl + w2 = 0. (5.8)

Получилось квадратное уравнение относительно l.

Метод вариации произвольных постоянных, да?

Решение этого алгебраического уравнения6 будет таким7: 

 (5.9)

А значит, что двум решениям (5.9) алгебраического уравнения (5.8) будут соответ-
ствовать следующие два решения дифференциального уравнения :

x1 = el1t, x2 = el1t.          ¬ Решения дифференциального уравнения (5.10)

Итак, мы получили решения.

Да. Чтобы получить общее решение, решение (5.10) умножим на функцию c1(t) от t:

x(t) = c1(t)el1t.          ¬ Решение с допустимым коэффициентом (5.11)

Теперь применим метод вариации произвольных постоянных. Продифференци-
руем (5.11) по t:

Подставим результаты в дифференциальное уравнение :

Однако эти решения не содержат произвольной постоянной, а значит, они не яв-
ляются общими решениями. Но мы уже знаем, что нужно делать в таком случае.

5 График функции не пересекает ось х.
6 Общая формула решения квадратного уравнения: x = (–b + √

_
b2 – 4ac)/2a.

7  Вы заметили? Решения получились такими простыми благодаря тому, что перед коэффициен-
том g стоит 2.
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Вынесем el1t за скобки: 

 
(5.12)

Не надо пугаться сложного вида. Здесь тоже, так как el1t не может быть равно ну-
лю, то чтобы выполнялось равенство (5.12), необходимо, чтобы:

Более того, из формулы (5.8) следует, что l2 + 2gl + w2 = 0, поэтому:

Умножим на е2(l1+g)t обе части уравнения8 и преобразуем его:

Теперь стало гораздо яснее. Более того, из решения квадратного уравнения (5.9) 
следует:

Если же сложить l1 и l2, получим:

Если теперь использовать это соотношение, получим:

Теперь проинтегрируем обе части по t. Тогда если С – произвольная постоянная, 
то получается:

8 Выглядит несколько технично, но это часто используемый метод.
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Выведем отсюда функцию c1(t). Тогда если a – интегральная константа, то: 

 (5.12)

Теперь нужно рассмотреть по отдельности две ситуации, когда l1 = l2 и когда l1 
и l2 разные.

Сначала рассмотрим ситуацию, когда l1 = l2, в этом случае е(l2–l1)t = 1, поэтому 
функция (5.13) будет выглядеть так:

 (5.13)
Решив интеграл, получим:

Теперь для получения общего решения дифференциального уравнения 

 подставим значение функции c1(t) в решение (5.11):

Однако так как решения квадратного уравнения (5.9):

,

то при l1 = l2 получим, что:

А следовательно:

В итоге, если константу С заменить на b, общее решение будет таким:

          ¬ Общее решение, при условии когда w2 = g2

где a и b – произвольные константы.
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Теперь рассмотрим ситуацию, когда l1 ≠ l2. Так как функция (5.13) содержит ин-
теграл экспоненциальной функции, то, решив интеграл, получим:

Исходя из решений квадратного уравнения (5.9):

,

если l1 ≠ l2, то и w2 ≠ g2, значит, знак подкоренного выражения g2 – w2 будет за-
висить от того, какое из условий выполняется:

w2 > g2,   w2 < g2.

То есть нам нужно рассмотреть по отдельности обе ситуации.

Сначала рассмотрим ситуацию, когда w2 > g2. В этом случае в решениях квадрат-
ного уравнения (5.9)

подкоренное выражение будет отрицательным, а значит, решение будет ком-
плексным числом. Тогда если i – мнимая единица, то можно записать так: 

А значит, общее решение, при условии что a и b – произвольные постоянные, бу-
дет таким:

          ¬ Общее решение при условии, когда w2 > g2

А что же будет, если w2 < g2. В этом случае решения квадратного уравнения (5.9)

будут обычными числами, и записать их можно так:

А значит, общее решение при условии, что a и b – произвольные постоянные, бу-
дет таким:

          ¬ Общее решение при условии, когда w2 < g2
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Совсем 
устал?

но-нормально...

теперь мы 
рассмотрели 
все случаи.

Итак, 

Не сдавайся!

ФУУУ...

На-наконец-то!

Итого,  
если мы учитываем  
силу сопротивления,  
то общее решение 

дифференциального 
уравнения можно разделить 

на три части.

Смеется ага...Теперь каждый 
случай общего 

решения 
рассмотрим  

по отдельности.

Тяжко...Сразу 
двигаемся 
дальше!
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  Решение с учетом воздействия силы сопротивления. Случай 1 
(затухающие колебания)

Сначала рассмотрим ситуацию, когда w2 > g2.

В этом случае общее решение, при условии что a и b – произвольные постоян-
ные, выглядит так:

x(t) = ae–gt+iΩt + be–gt–iΩt, Ω = √
_
w2 – g2.

Если разделим экспоненту на действительную и комплексную части, то получим 
вот что:

x(t) = e–gt(aeiΩt + be–iΩt). (5.15)

Здесь, так же как в случае с простыми колебаниями, оттянем груз, прикреплен-
ный к пружине, на расстояние х0. В момент времени t = 0 потихоньку отпустим 
и рассмотрим ситуацию в этот момент. Начальное состояние будет t = 0, х(0) = х0, 
[dx/dt]t=0 = 0, тогда из формулы (5.16) следует:

x(0) = e–g0{acos(Ω·0) + bsin(Ω·0)} = a = x0. (5.17)

Однако если к выражению в скобках общего решения (5.15) применить формулу 
Эйлера9

e±ix = cosx ± isinx,

то получим:

x(t) = e–gt{a(cosΩt + isinΩt) + b(cosΩt – isinΩt)}; 
x(t) = e–gt{(a + b)cosΩt + i(a – b)sinΩt}; (5.16) 
x(t) = e–gt(acosΩt + bsinΩt),

где мы обозначили a = a + b, b = i(a – b).

Это решение похоже на общее решение для простых колебаний с циклом 2p/w, 
только цикл здесь 2p/Ω и решение умножено на экспоненциальную функцию е–gt. 
Какие же колебания описываются такой функцией?

9  На самом деле это определение было введено, чтобы расширить область использования экспо-
ненциальных функций также на те случаи, когда показатель степени – комплексное число. Но 
это уже совсем другая история...
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Учитывая, что a = x0, продифференцируем уравнение (5.16) по t:

Отсюда следует:

 

(5.17)

Из формул (5.17) и (5.18) получается искомое решение:
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Решение для случая, когда w2 > g2  
(затухающие колебания)

График будет 
выглядеть 
вот так.

Амплитуда груза, 
совершающего 

колебания с периодом 
2p/Ω, постепенно 

уменьшается. 

Такие колебания 
называются 

затуХающими .

Посмотрим на линии, 
соединяющие пики 

колебаний. Эта

И эта

Пам

Пам

Пам

О!

Это же 
экспоненциальные 

функции!
Затухающее 

движение

Амплитуда 
постепенно 

уменьшается?

Угу.

Здесь g называется 
коэффициентом 

затухания колебаний  
и определяет скорость 

уменьшения  
амплитуды.

Да, это функция е–gt
. 

Вот оно как

Коэффициент затухания
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Постоянная времени Логарифмический декремент 
колебаний

Величина, обратная 
коэффициенту затухания

t = 1/g,  
называется  

Постоянной времени .

Период колебаний, деленный 
на постоянную времени  

Τ/t = 2pg/Ω,
дает так называемый 

логарифмиЧеский декремент 
колеБаний .

О, формулы, 
которые были 

недавно...

Кроме того, период 
затухающих колебаний...

С каждым циклом 
амплитуда затухающих 

колебаний будет 
уменьшаться в е–Τ/t раз.

...исходя 
из этих 

формул....

Затухающие колебания и простые колебания

Простые 
колебания

Затухающие 
колебания

Получается,  
он длиннее, чем 
период простых 
колебаний - 2p/w.

...вот чему 
равен.

Вот  и график
Из-за силы 

сопротивления  
эти колебания будут 
немного медленнее, 

чем простые 
колебания.
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Давай подумаем,  
какие есть примеры 

затухающих колебаний 
в реальной жизни.

Если бы в велосипедной 
подвеске была только пружина, 

то она бы продолжала
колебаться все время, 

и сидеть на таком 
велосипеде было 

бы неудобно.

как.
..

тря-

сет...

пиу

пиу

П
ру

ж
ин

а

Д
ем

п
ф

ер

Тов
ар 

 

с де
фект

ом

Простые  
колебания, да?

Поэтому,  
чтобы улучшить 
сопротивление, 

ставят устройство, 
называемое 

демпфер, которое 
гасит колебания.

В маятниковых 
дверях, например 

как в супермаркетах, 
тоже используется 

демпфер.
В самом 
деле!

Э-э-э...
Стало 
лучше

Теперь 
затухающие 

колебания

ба-бах

ба - бах

ба - бах

Как-то 
жутковато...

Если она все 
время будет 

хлопать,  
это же опасно, 

да?

Если людей нет,  
а дверь продолжает 

открываться  
и закрываться...

УГУ
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  Решение с учетом воздействия силы сопротивления. Случай 2 
(сильное затухание)

Далее рассмотрим ситуацию, когда w2 < g2.

В этом случае общее решение, при условии что a и b – произвольные постоян-
ные, выглядит так:

x(t) = ae–gt+iΩt + be–gt–iΩt, Ω = √
_
w2 – g2. (5.19)

Если разделим экспоненту на две части, то получим:

x(t) = e–gt(aeГt + be–Гt). (5.20)

Посмотрев на эту формулу, нельзя найти элемент, относящийся непосредственно 
к колебаниям10. Какое же действие описывает это решение?

Здесь, как и раньше, оттянем груз, прикрепленный к пружине, на расстояние х0. 
В момент времени t = 0 потихоньку отпустим и рассмотрим ситуацию в этот мо-
мент. Начальное состояние будет t = 0, х(0) = х0, [dx/dt]t=0 = 0, тогда из общего ре-
шения (5.20) следует:

x(0) = e–g·0(aeГ·0 + be–Г·0) = a + b = x0. (5.21)

Продифференицируем общее решение (5.20) по t:

 = –ge–gt(aeГt + be–Гt) + e–gt(aГеГt – bГе–Гt);

= e–gt{(Г – g)aeГt – (Г + g)be–Гt},

следовательно, вот что получится: 

 
= e–g·0{(Г – g)aeГ·0 – (Г + g)be–Г·0) = 0;  (5.17)

\(Г – g)a – (Г + g)b = 0.

10  Так как это экспоненциальная фунция с действительными числами в показателе, то, значит, 
функция будет монотонно возрастать или убывать. Чтобы функция описывала колебания, 
необхо димо, чтобы в показателе были комплексные числа.
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Исходя из формул (5.21) и (5.22):

А значит, решение будет:

Можно оставить решение в таком виде, а можно использовать гиперболи-
ческую функцию11:

,

тогда получим уравнение, похожее на формулу Эйлера:

e±x = coshx ± sinhx,

следовательно, общее решение будет выглядеть немного проще: 

11 Это называется гиперболический синус и гиперболический косинус.
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Положение груза 
не может быть 
отрицательным.

А вот так будет 
выглядеть график:

Решение для случая, когда w2 < g2 
(сильное затухание)

Отрицательная 
область

Что?

Сильное 
затухание

Такое действие 
называется 
сильное 

затуХание.

В случае если w2 < g2
, 

сразу происходит 
затухание  

без совершения 
колебаний. 

Хотя мы использовали 
модель для колебательных 

явлений, но бывают 
решения, в которых вовсе 

нет колебаний, да?

О-о-о...

Даже явления, о которых  
мы и не подозревали  
в момент создания  

модели, 

при переносе  
в мир математики (например,  
в виде дифференциальных 

уравнений) все будут 
содержаться в модели.

Это еще одна  
из сильных сторон 

математики.

Ага.
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Общее решение 
представляет собой 

сумму двух 
экспоненциальных 

функций.
ВОТ ОНО

В случае сильного 
затухания степень 

затухания 
определяется 

величиной 
коэффициента g.

УГУНедавно была  
эта формула, да?

Если в этом 
элементе...

А в этом...

...t принимает  
большое значение,  

то затухание 
происходит сразу. 

...затухание  
идет медленно.

В результате в целом 
происходит медленное 

снижение.

Различие в степени затухания  
в зависимости от элементов

Сильное 
затухание

Э...
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После
 того 

как 
седл

о 

опус
тилос

ь, о
но н

икак
  

не в
ерне

тся н
азад

...
Кстати...

если в велосипедной 
подвеске использовать 
устройство с сильным 

затуханием, 

то если убрать  
вес тела с седла  

и не допускать тряски, 
седло будет медленно 

подниматься.

Так долго 
реагирует, что 
сидеть совсем 

неудобно...

Медленно 
возвращается

Медленно 
закрывается

Медленно 

открывается

Для  
холодильника 
такая дверь - 

большая проблема.

И в маятниковой 
двери, если поставить 

такое устройство, 
придется подождать, 
пока дверь закроется.

Все открыта 
и открыта...

В некоторых товарах 
высокого класса, 

может быть.

Например, в дорогих 
аудио-, видеосистемах, 

при открытии  
и закрытии крышки  

для CD и DVD.

А нельзя ли это 
движение хоть 

где-то применить 
на практике?

Сильное затухание

Понятно...

Изоб
раж

ает
 

зна
мени

тост
ь?

Надо 
подумать...
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  Решение с учетом воздействия силы сопротивления. Случай 3 
(критическое затухание)

И наконец, ситуация, когда w2 = g2.

В этом случае общее решение при условии, что a и b – произвольные постоян-
ные, выглядит так:

x(t) = (a + bt)e–gt. (5.23)

В этом случае тоже не получается найти элемент, относящийся к колебаниям.

Здесь снова оттянем груз, прикрепленный к пружине, на расстояние х0. В момент 
времени t = 0 потихоньку отпустим и рассмотрим ситуацию в этот момент. На-
чальное состояние будет t = 0, х(0) = х0, [dx/dt]t=0 = 0, тогда из общего решения 
(5.23) следует:

x(0) = (a + b ·0)e–g·0 = a = x0. (5.24)

Учитывая, что a = x0, продифференцируем общее решение (5.23) по t:

следовательно:

 (5.25)

Исходя из формул (5.24) и (5.25), получаем искомое решение:

x(t) = (x0 + gx0t)e–gt; (5.26)
= x0(1 + gt)e–gt.
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А вот и график.

Решение для случая, когда w2 = g2  
(критическое затухание)

Затухание 
происходит  

без колебаний.

В этом случае 
позиция груза  

также не пересекает 
координатную ось. 

Это называется 
критическое 
затухание.

Критическое 
затухание

Критическое затухание

Сильное затухание

Критическое 
затухание

Но на вид график 
критических затуханий  
не очень-то отличается 
от графика сильных 

затуханий.

Очень 
похожи

Предельный 
для 

затухающих 
колебаний  

и для сильного 
затухания.

"Критический" 
здесь в смысле 
"предельный".

Однако у критических 
затуханий есть важное 

значение.

Так и есть. 

Хмм?..
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Самый 
быстрый

Сильное 
затухание

Сильное 
затухание

Критическое 
затухание

Затухающие 
колебания

Затухающие 
колебания

Ммм....

Но в этом случае 
момент пересечения 

оси координат  
для затухающих 

колебаний наступит 
быстрее всего!

Если сопротивление 
станет меньше,  
то критическое 
затухание превратится 
в затухающие  
     колебания.

Ничего не понял

Пружина и демпфер  
в нем настроены  

очень близко  
к критическому 

затуханию.

Есть такое 
приспособление - 

дверной доводчик.

Это штука, 
которую на дверях 
подъездов часто 
используют, да?

А!

У меня в коридоре 
тоже есть такая

Если же настроить 
на сильное 
затухание, 

то дверь будет 
закрываться 

очень медленно.

бабах

Если доводчик 
настроить  

на обычные 
затухающие 
колебания, 
то момент 

захлопывания двери 
наступит очень 
быстро, и дверь 

может 
сломаться.

...даже 
раздражает, 

да?

Такая силища,  
что не будь рамы, 
она бы вылетела! Закрывайся уже!
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Критическое 
затухание

Простые 
колебания

Однако,  
не пересечет ее.

Дверь в этом 
случае закроется 

плавно  
и спокойно.

пам

Если же затухание 
критическое, то через 
промежуток времени,  
равный примерно  
половине от цикла  
простых  
колебаний, позиция  
груза практически  
достигнет оси  
координат.

Понятно.  
Так куда 
лучше!

И для велосипедной 
подвески, если ее 
отрегулировать до 

критического затухания,  
ездить будет удобнее.

Движение стрелки  
в измерительных 
приборах тоже 
настроено на 

критическое затухание, 
чтобы удобнее было 

делать замеры.

Не отрегулировано

Отрегулировано

Весы

Амперметр

Пам

Пам

Критическое 
затухание 

очень 
полезное, да?Раздражает

Останавливайся 
скорее

Наконец-то

О, здорово!
па м - па м - па м

п
а

м
-п

а
м

-п
а

м

Раз –  
и вернулось
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Итак, на данный момент мы объяснили три возможных решения для случая, ког-
да не учтена внешняя сила.

Движение груза,  
прикрепленного к пружине

Моделирование

Интерпретация

Интерпретация

Добавляем силу 
сопротивления

Е
сл

и 
не

 у
чи

ты
ва

ть
 с

оп
ро

ти
вл

ен
ие

 и
 в

не
ш

ню
ю

 с
ил

у

Вычисление

Вычисление

Явление

Модель

Модель

Модель

Решение

Мир математикиРеальный мир

Решение

Описание явления

Описание явления

Интерпретация явления движения груза, прикрепленного к пружине, 
с добавлением воздействия силы сопротивления

Да.
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5. итоги. характеристические уравнения

До сих пор мы рассматривали способы решения однородных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами, на примере 
движения груза, прикрепленного к пружине. Подведем итоги. Чтобы решить од-
нородное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэф-
фициентами:

предполагаем такое решение:

y(x) = elx,          ¬ Допустимое решение (5.28)

где l – это константа.
Допустимое решение (5.28) подставляем в дифференциальное уравнение (5.27):

Дифференцируем:

al2elx + blelx + celx = 0.

Выносим elx за скобки:

(al2 + bl + c)elx = 0. (5.29)

Как мы видели раньше, экспоненциальная функция elx при любом значении х не 
может быть равной нулю, а значит, чтобы выполнялось равенство (5.29), должно 
выполняться это равенство:

al2 + bl + c = 0. (5.30)

Это квадратное уравнение относительно l, а значит, его решения:

Другими словами, у алгебраического уравнения (5.30) есть два решения, а значит, 
и у дифференциального уравнения (5.27) тоже два решения:

y(x) = elx,          ¬  Решения однородного дифференциального уравнения второго порядка  
с постоянными коэффициентами

(5.27)¬  Однородное дифференциальное уравнение второго 
порядка с постоянными коэффициентами
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Таким образом, так как решения алгебраического уравнения обеспечивают реше-
ния дифференциального уравнения, это алгебраическое уравнение (5.30) называ-
ется характеристическим уравнением. Если знаем решение характеристического 
уравнения, значит, можем найти и решение дифференциального. А так как квад-
ратное уравнение всегда можно решить, то и однородное дифференциальное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами можно решить.

Решения характеристического уравнения (5.30) можно разделить на части в зави-
симости от знака подкоренного выражения (дискриминанта b2 – 4ac). В случае 
когда b2 > 4ac, решением являются два действительных числа, в случае когда 
b2 = 4ac, получаем одно важное решение, если же b2 < 4ac, решением будут два со-
пряженных комплексных числа. Рассмотрим каждый случай по отдельности. 
Когда b2 > 4ac, решением характеристического уравнения (5.30) являются два 
действительных числа:

поэтому общим решением дифференциального уравнения (5.27), где a и b – про-
извольные постоянные, будет вот это:

Когда b2 = 4ac, решением характеристического уравнения (5.30) будет вот это:

поэтому общим решением дифференциального уравнения (5.27), где a и b – про-
извольные постоянные, будет вот это:

Когда b2 < 4ac, решением характеристического уравнения (5.30) являются два со-
пряженных комплексных числа:

поэтому общим решением дифференциального уравнения (5.27), где a и b – про-
извольные постоянные, будет вот это:
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6. возвращение к модели колебаний 1 с учетом внешних сил

  Решение с учетом воздействия 
внешней силы

Так, а теперь 
подумаем  

о внешней силе.

Точно.
Уравнение  

движения пружины 
с учетом 

воздействия силы 
упругости, силы 
сопротивления  
и внешней силы  
было вот таким.

Уравнение движения пружины
Наконец, сможем 
решить уравнение, 
которое у нас 

получилось в самом 
начале, да?

Так и есть.

Но это не интересный пример, 
поэтому предположим,  

что из-за сопротивления мы 
имеем затухающие колебания, 

а внешняя сила - 
периодическая.

Тогда пружина, 
растягиваясь  

по направлению 
действия силы, через 

какое-то время 
останавливается.

Обозначим 
внешнюю силу как 

F(t) и предположим, 
для примера, что 
она постоянная.

И рассмотрим эту ситуацию.

ПА-А-М

Движение груза, 
прикрепленного к пружине

Описание явления

Описание явления

Модель

Модель

Модель

Решение

Решение

Добавляем внешнюю силу

Добавляем силу сопротивления

Е
сл

и 
не

 у
чи

ты
ва

ть
  

со
п

ро
ти

вл
ен

ие
 и

 в
не

ш
ню

ю
 с

ил
у

Вычис
ления

Вычис
ления

Интер-
претация

Интер-
претацияРеальный мир Мир математики
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В уравнении движения пружины с учетом воздействия силы упругости, силы со-
противления и внешней силы разделим обе части на m и вот что получим:

Это тоже линейное дифференциальное уравнение второго порядка.

Так же как в формуле (5.1), сделаем замену:

и снова так же, как на стр. 172:

,

заменяем:

,

и дифференциальное уравнение (5.31) можно переписать вот так: 

 (5.32)
Это неоднородное дифференциальное уравнение. Попробуем его решить.

Так как это дифференциальное уравнение неоднородное, используем метод, опи-
санный в главе 4. Однородное уравнение, соответствующее неоднородному урав-
нению (5.32), согласно стр. 172, будет таким:

А значит, допустимым решением неоднородного уравнения (5.32), исходя из ре-
шения однородного уравнения при  w2 > g2 на стр. 180, будет:

x(t) = Acosvt + Bsinvt.          ¬ Допустимое решение (5.33)

Определим константы А и В, удовлетворяющие дифференциальному уравнению 
(5.32).
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После дифференцирования по t допустимого решения (5.11) получили:

Следовательно, если подставить полученные результаты в дифференциальное 
уравнение (5.32), получим вот что:

{–Av2cosvt – Bv2sinvt} + 2g{–Avsinvt – Bv cosvt} + w2(Acosvt – Bcosvt) = fcosvt.

Перегруппируем и получим:

{(w2 – v2)A + 2gvB}cosvt + {2gvA + (w2 – v2)B}sinvt = fcosvt.

Чтобы выполнялось равенство, должны соблюдаться эти условия:

Решив эту систему уравнений, получим константы А и В:

Следовательно, исходя из допустимого решения (5.33), частным решением урав-
нения (5.32) будет:

 (5.34)

А значит, общее решение дифференциального уравнения (5.32) будет равно сум-
ме общего решения (5.16) однородного уравнения :

x(t) = e–gt(acosΩt + bsinΩt), Ω = √
_
w2 – g2

и частного решения (5.34) неоднородного уравнения (5.32). Вот что получится 
в итоге:

x(t) = e–gt(acosΩt + bsinΩt)
 (5.35)
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Наконец, получили общее решение!

Движение груза,  
прикрепленного к пружине

Моделирование

Интерпретация

Интерпретация

Добавляем силу 
сопротивления

Добавляем 
внешнюю силу

Е
сл

и 
не

 у
чи

ты
ва

ть
 с

оп
ро

ти
вл

ен
ие

 и
 в

не
ш

ню
ю

 с
ил

у

Вычисление

Вычисление

Вычисление

Явление

Модель

Модель

Модель

Решение

Мир математикиРеальный мир

Решение

Решение

Описание явления

Описание явления

Решение для модели явления движения груза, прикрепленного к пружине, 
с добавлением воздействия внешней силы

Ага.
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 Интерпретация решения с учетом внешней силы

Рассмотрим ситуацию, когда груз стоит в исходной точке, а угловая частота воз-
действующей на него периодической внешней силы равна собственной угловой 
частоте. Начальное состояние будет t = 0, х(0) = х0, [dx/dt]t=0 = 0, и раз угловая час-
тота внешней силы равна собственной угловой частоте, значит, v = w. Прежде 
всего подставим v = w в общее решение (5.35):

 (5.36)

Теперь применим условие начального состояния х(0) = х0:

 (5.37)

Продифференцируем решение (5.36) по t:

Следовательно:

 (5.38)

Исходя из формул (5.37) и (5.38), получаем:

 
(5.39)

Подставим полученное решение (5.39) в общее решение (5.36):

Чтобы упростить решение, предположим, что g << w, тогда Ω ~ w, а значит, реше-
ние можно записать так:

О-о-о!
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Амплитуда 
колебаний 
постепенно 

увеличивается.

А вот как это 
будет выглядеть 

на графике.
Решение для случая,  

когда внешняя сила периодическая
(вынужденные колебания)

Простые колебания

Вынужденные 
колебания

Такие колебания...
Так и есть. постепенно 
колебания становятся 
похожими на простые 

колебания с постоянной 
амплитудой.

В самом деле 
похоже

И правда ...называются 
вынужденными .

Кстати, если угловая частота 
внешней силы равна собственной 

угловой частоте колебаний,  
то амплитуда увеличится!

Понятно.

Такое явление 
называется резонанс.
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...но если она 
небольшая,  

то амплитуда будет 
постоянно 
возрастать.

если сила 
сопротивления 

достаточно велика, то 
амплитуда колебаний 
станет постоянной 

относительно  
быстро...

Итак,

Если сила сопротивления маленькая

Сила 
сопротивления

Сила сопротивления

Ого.

ПА-А-АМЕсли пружина 
будет так 

растягиваться, 
она может 

порваться, да?
Порвалась

Поэтому при создании 
мостов, а также зданий, 
планеров и так далее 

необходимо учитывать 
явление резонанса,  

чтобы предотвратить 
разрушение.

Ба -бах

На самом деле  
есть примеры,  
когда из-за ветра 
рушились висячие  
мосты. 

Это случалось  
из-за того, что  
колебания под 
действием разности 
давлений, возникающие 
из-за завихрений ветра, 
резонировали  
с собственными 
колебаниями  
   мостов. 

Как страшно!

Понятно.
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Ну, вот мы и закончили 
описание колебательных 

явлений с помощью 
дифференциальных 

уравнений. 

Реальный мир

Мир математики

Движение груза, 
прикрепленного к пружине

Моделирование

Явление

Описание явления

Решение

Решение

Решение

Описание явления

Описание явления

Модель

Модель

Модель

Добавляем  в
н ешнюю силу

Добавляем  

cилу сопротивл е ния

Вычис-
ления

Вычис-
ления

Вычис-
ления

Интер-
претация

Интер-
претация

Интер-
претация

Приме-
нение

Е
сли не у

читы
вать  

соп
ротивление и внеш

ню
ю

 силу

Ух ты!
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Ну как? 
Разобрался  

с дифферен-
циальными  

уравнениями?

Да!

У меня  
такое чувство,  
что постепенно,  

проходя цикл за циклом, 
я приблизился  
к пониманию.

Потому что иначе 
ты ничегошеньки 

не понимал!

Это, наверное,  
потому, что Вы, 

Госпожа Богиня, 
приводили очень 

понятные примеры!
Деваться было некуда!

сПасиБо!
Однако...

...я тоже поняла  
одну вещь. Что важно 
объяснять так, чтобы 
можно было легко 

понять.

Ну, что Вы...
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Как хорошо!

...кажется, они 
преодолели 

каждый свою 
стену.

И Госпожа Богиня, 
и Даичи...

Ну...А чтобы лучше 
усвоить 

моделирование, 
попробуй решить 
разные задачи.

я сделала,  
что могла, для 

выполнения твоего 
желания.

Даичи,

Непременно. 
Спасибо!
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Теперь дело 
за тобой!

госпожа 
Богиня...

А...

Ага...

теперь много 
дел, да?

У госпожи 
Богини 

А
а

а
.

.
.
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у-устала...

Ага...

Ты еще здесь?

А?

Не могу 
больше...

Хотел 
 

как
 сле

дуе
т 

поб
лаг

ода
рит

ь...

Госпожа 
Богиня!

И
де

м
т

е!
Но мне лучше  
не оставлять 

храм...

А?  
А-а-а, сладости...

Я буду Вас 
сопровождать!

Как 
договаривались.

Теперь у меня совсем 
нет времени...

Ну если даже ты...Это нам нужно 
для дела!

...так говоришь.
Идем!

Ведь если  
Божество не знает 

жизнь людей,  
это никуда  
не годится,  

правда?
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Э?

даиЧи!
ты Будешь гидом!

отлиЧно!
тур По самым 

вкусным сладостям!

Но подхожу ли я?

Подходишь-
подходишь!

В сладостях  
ты разбираешься  

на "отлично"!

Не то что  
в дифференциальных 

уравнениях!

...хорошо.
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На этот раз  
я исполню Ваше желание, 

Госпожа Богиня!

Но если будет 
невкусно, ты 

узнаешь, что такое 
божественный гнев!

А, понял...
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Приложение
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1. охлаждение кофе

С недавних пор появилось много разных видов кофе, что, конечно, прекрасно для тех, 
кто его любит. Если выпить кофе хочется побыстрее, то по всей Японии можно купить 
баночный кофе в торговом автомате.

Однако баночный кофе быстро остывает, не так ли. Возможно, поэтому, когда толь-
ко достаешь его из автомата, кофе иногда такой горячий, что его невозможно держать 
в руках. И если его сразу выпить, то можно обжечься. Так когда же наступает момент, 
когда кофе готов к употреблению?

Процесс понижения температуры кофе тоже можно смоделировать в виде диффе-
ренциального уравнения. Если имеется кофе, температура которого выше температу-
ры окружающей среды, то кофе начнет остывать. Понятно, что изменение температу-
ры кофе относительно времени будет пропорционально разнице между температурой 
кофе и температурой окружающей среды1. Обозначим время за t, температуру кофе за 
Т(t), температуру окружающей среды за Те, а коэффициент пропорциональности через 
k, тогда получается:

Это называется закон охлаждения Ньютона2.
Попробуем решить. Прежде всего найдем переменные:

Зависимая переменная

Независимая переменная

Хотя тут присутствует лишний элемент, но все же можно применить метод разделе-
ния переменных. Разделим обе части на T – Te:

Проинтегрируем обе части:

¬  Дифференциальное уравнение, описывающее изменение 
температуры кофе относительно времени

1 В этом можно легко убедиться, достаточно только иметь термометр, часы и бумагу для графика.
2  На самом деле в законе идет речь не об изменении температуры, а об изменении количества 

тепла, но если теплоемкость объекта не меняется, то результат будет одинаковым.
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Итак, у нас получилось разделить переменные, то есть собрать слева переменные Т, 
а справа переменную t.

Решим интегралы в обеих частях по отдельности:

Объединим интегральные постоянные:
ln|T − Te| = −kt + C.
Получили функцию температуры в зависимости от времени T(t):
T(t) – Te = e–kt+C,          ¬ Решение дифференциального уравнения

то есть решили дифференциальное уравнение.
Теперь найдем интегральную константу. В момент времени t = 0 температура кофе 

будет равна T(0) = T0 (> Te)3. Это будет начальным состоянием, поэтому:
T(0) – Te = eC.
Следовательно:
T0 – Te = eC.
Значит, функцию температуры кофе можно записать вот так:
T(t) = (T0 – Te)e–kt + Te.

3 Потому что мы рассматриваем ситуацию, когда кофе горячий, а не холодный.

Объяснение процесса остывания кофе с течением времени

Объяснение явления охлаждения кофе

Охлаждение кофе

Явление

Модель

Решение

Мир математикиРеальный мир

Объяснение явления

Моделирование

ВычислениеИнтерпре-
тация

Применение
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График этой функции будет выглядеть так же, как график функции радиоактивно-
го распада, сдвинутый вверх4. Чем выше значение параметра k, тем быстрее будет 
остывать кофе.

График похож на график функции 
радиоактивного распада, сдвинутый вверх

График изменения температуры кофе Т 
в зависимости от времени t

Другими словами, если из торгового автомата выпал слишком горячий кофе, то, 
быст ро замерив изменение его температуры и вычислив параметр k, можно спрогно-
зировать, когда наступит благоприятное время для того, чтобы его выпить. Но, полу-
чив прогноз, нельзя дуть на кофе, потому что в этом случае параметр k изменится, 
и прогноз будет отличаться от реальности.

4  Со временем уже с первого взгляда на дифференциальное уравнение становится понятно, как 
будет выглядеть его график. Это только дело практики.
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2. полет ракеты

На острове Хоккайдо в регионе Токати в расположенном на тихоокеанском побережье 
городе Тайки в рамках программы «Создание космического города» проводятся экс-
перименты по запуску гибридных ракет5 на акриловом и парафиновом топливе. Раке-
та получает возможность двигаться вперед благодаря отбросу части собственной мас-
сы. Большинство ракет летит за счет выброса горячих газов, которые образуются 
вследствие химической реакции между топливом и окислителем6. Так как не может 
быть отброшена вся масса ракеты7, то скорость, с которой ракета может приземлить-
ся, будет иметь верхний предел. Этот предел называется конечной скоростью. Попро-
буем ее рассчитать.

Обозначим время за t, скорость ракеты за V(t), массу ракеты за М, скорость выбра-
сываемых ракетным двигателем газов через u. Тогда можем составить дифференци-
альное уравнение:

Можно применить метод разделения переменных. Обозначим массу ракеты до от-
броса ее части через Мi, а массу, оставшуюся после отброса части, через Мf, тогда:

Это уравнение называется формулой Циолковского. Используя ее, можно рассчи-
тать конечную скорость ракеты. Например, если скорость выбрасываемых ракетным 
двигателем газов u = 1500 м/с, начальная масса ракеты Mi = 10 кг, а конечная масса ра-
кеты Mj = 9 кг, то для такой маленькой ракеты конечная скорость будет V = 158 м/с.

¬ Дифференциальное уравнение, описывающее скорость ракеты

¬ Решение дифференциального уравнения

5  Ракета, в которой в качестве горючего и окислителя используются и твердые вещества, и жид-
кости.

6 Существуют также электрические двигатели, например ионные.
7  Ракета подобна грузовику, перевозящему багаж, поэтому даже если выбросить из ракеты все 

содержимое, останется само тело ракеты.
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3. интенсивность ощущения

Среди реакций нашего тела тоже есть такие, которые можно описать с помощью диф-
ференциальных уравнений, решаемых методом разделения переменных. Например, 
закрывая глаза, мы ощущаем вес в 10 г. Однако если увеличить этот вес в 2 раза (до 20 
г), то он не будет нами так ощущаться. Чтобы появилось ощущение, что вес увеличил-
ся в 2 раза, необходимо, чтобы этот вес был равен 100 г. Наши ощущения изменяются 
логарифмически. И это касается не только чувства веса, но и, например, громкости 
звука. Это называется закон Фехнера.

Обозначим физическую интенсивность явления через I, а интенсивность ощуще-
ния через E(I), тогда если k – это константа, то можно составить дифференциальное 
уравнение:

Решим его:

Считаем, что реакция на минимальный ощутимый раздражитель равна нулю.

E(I0) = 0.

Параметры k и I0 для каждого ощущения различные у каждого человека8.

¬ Дифференциальное уравнение, описывающее интенсивность ощущений

¬ Решение дифференциального уравнения

8 Бывают очень чувствительные люди, а бывают и нечувствительные. 
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4. Эффективность рекламы

Метод вариации произвольных постоянных, при котором мы сначала находим реше-
ние для более простой задачи, а затем корректируем его так, чтобы оно удовлетворяло 
условиям исходного уравнения, применяется не только для описания природных, но 
и для социальных явлений тоже.

Мир переполнен различной рекламой. Почему же ее так много? Потому что, если не 
рекламировать продукт, упадут его продажи, не так ли9? На самом деле если продукт 
совсем не продвигать, то продажи будут уменьшаться экспоненциально10. Попробуем 
смоделировать это в виде дифференциального уравнения.

По результатам исследований, изменение скорости продаж S (количество продаж 
на единицу времени) относительно времени t можно описать такой экспоненциальной 
функцией:

S(t) = e–lt+m , (A.1)

где l и m – константы. Конечно, что касается каждого человека по отдельности, то мы 
можем только определить вероятность, с какой он купит продукт. Эта же функция 
описывает поведение большой группы людей. Формула (А.1) показывает, как меняется 
скорость продаж при отсутствии рекламы.

Изменение скорости продаж относительно 
времени при отсутствии рекламы

А для такой функции мы уже знаем дифференциальное уравнение, которое можно 
решить методом разделения переменных. В соответствии с главой о методе разделе-
ния переменнных дифференциальное уравнение будет таким11:

9 Либо просто из опасения, что продажи упадут.
10 David N. Burghes. Modelling with differential equations. C. 76.
11 Те, кто сомневается, могут подставить функцию S и убедиться.
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Это и будет дифференциальное уравнение, описывающее скорость продаж при от-
сутствии рекламы.

А что же будет, если задействуется реклама? В этом случае появятся люди, которые 
купят продукт после просмотра рекламы12. То есть среди людей, увидевших рекламу, 
появится определенный процент тех, кто купит продукт, а значит, скорость продаж 
возрастет пропорционально проценту людей, увидевших рекламу А(t). Однако если вы 
думаете, что с помощью рекламы можно продавать любое количество продукта, то 
это не так. Количество людей, имещих возможность приобрести товар, ограничено, 
а значит, скорость продаж в конце концов достигнет своего предела и станет постоян-
ной13. Таким образом, если М – это предельная скорость продаж (уровень насыще-
ния), то когда реальная скорость продаж S начинает приближаться к предельной ско-
рости М, скорость продаж S должна замедляться. Другими словами, получается, что 
скорость продаж S должна быть пропорциональна разнице между предельной скоро-
стью продаж М и скоростью продаж S (запас роста скорости продаж M – S). Будем счи-
тать, что отношение запаса роста скрости продаж (M – S) к предельной скорости M 
выражает темп роста скорости продаж. Итак, изменение скорости роста продаж из-за 
рекламы можно записать как:

где g – это константа. Получаем дифференциальное уравнение:

Преобразуем немного правую часть:

и получаем уравнение, которое является неоднородным дифференциальным уравне-
нием: 

.
 

(A.2)

Попробуем его решить методом вариации произвольных постоянных.
Однородное уравнение, соответствующее неоднородному уравнению (А.2):

 
(А.3)

¬  Неоднородное дифференциальное уравнение, 
которое нас изначально интересует

¬  Однородное уравнение

12  Хотя дело не ограничивается только покупками людей, посмотревших рекламу, но здесь мы 
говорим именно об эффективности рекламы. 

13  Понятно, что продавцы товара хотят расширить рынок. Но сколько не расширяй, количество 
людей на планете все равно ограничено.
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Прежде всего решим его методом разделения переменных:

Проинтегрируем обе части:

Получаем решение:

Обозначим через с постоянную ±еС:

 (А.4)
Получаем общее решение однородного уравнения (А.3).
Теперь подкорректируем полученное общее решение однородного уравнения (А.4) 

так, чтобы оно подходило для неоднородного уравнения (А.2). Заменим константу с на 
функцию от времени с(t):

Получаем допустимое решение дифференциального уравнения (А.2). Подставим 
его и продифференцируем:

Преобразуем и получим:

Сделаем замену a = l + g(А/М) и проинтегрируем:

Получаем общее решение:

 
(А.5)

¬  Общее решение однородного уравнения

¬  Допустимое решение неоднородного дифференциального уравнения

¬  Общее решение неоднородного уравнения
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Чтобы понять, как это решение описывает эффективность рекламы, определим 
конкретные условия. Разумно предположить, что даже когда нет рекламы, люди 
в  каком-то объеме покупают продукт. Поэтому обозначим момент времени запуска 
рекламы за t = 0, скорость продаж S в этот момент полагаем равной S(0) = S0. Кроме то-
го, полагаем, что фиксированная реклама осуществляется на промежутке времени 
0 < t  < T, и процент людей, смотрящих рекламу, тоже фиксирован.

A(t) = A (0 < t < T).

Подставим начальное состояние S(0) = S0 в решение (А.5):

Значит, в период времени 0 < t < T скорость продаж будет:

 
(А.6)

Получается, что с началом рекламы скорость продаж растет очень быстро, затем 
начинает замедляться и в конце концов приближается к определенному значению.

¬  Скорость продаж в период времени 0 < t < T 

Изменение скорости продаж 
при воздействии рекламы

А что будет, когда реклама прекратится? Предположим, что реклама останавлива-
ется в момент времени t = T, тогда при t > T будет А = 0, а дифференциальное уравне-
ние (А.5) станет:

Общее решение, идентично с уравнением (А.1), будет:

S(t) = ce–lt.
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Однако на этот раз благодаря рекламе скорость продаж возросла, поэтому она на-
чинает снижаться со значения  S(T) в момент времени t = T. Если в уравнение (А.6) 
подставить значение t = T, получим:

Следовательно, исходя из общего решения (А.7):

А значит, решение будет:

При прекращении рекламы скорость продаж будет постоянно снижаться.

Изменение скорости продаж 
после прекращения рекламы

На самом деле, конечно, экономика не так проста14. Но все равно это очень интерес-
но, не так ли, что с помощью дифференциальных уравнений можно объяснить пове-
дение людей, пусть и не по отдельности, а в составе большой группы.

14 На самом деле модель будет выглядеть намного сложнее.
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5. интегрирующий множитель

В главе 3 мы рассматривали метод вариации произвольных постоянных для решения 
неоднородных линейных дифференциальных уравнений. Но, кроме него, есть и дру-
гой способ, рассмотрим его в общих чертах.

В неоднородном уравнении

          
¬ Неоднородное уравнение

обе части умножим на функцию m(х):

 (A.8)

Если бы функция m(х) обладала таким удобным свойством:

то так как в правой части только функции от х, можно было бы проинтегрировать 
и получить решение:

 (А.9)

Давайте посмотрим, существует ли такая удобная функция m(х). Проинтегрируем 
произведение:

Сравнив результат с дифференциальным уравнение (А.8), понимаем, что если

то это будет как раз нужная нам удобная функция. Тут можно применить метод раз-
деления переменных:

Решим интегралы:

¬  Дифференциальное уравнение, подходящее 
для метода разделения переменных

¬  Интегрирующий множитель
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Итак, мы нашли функцию, которая будет нам удобна. Такая функция называется 
интегрирующим множителем. Если интегрирующий множитель известен, то из 
уравнения (А.9) следует:

что и будет являться общим решением неоднородного уравнения.
Попробуем решить неоднородное уравнение для оценки эффективности рекламы 

(А.2), сделав замену a = l + g(А/М):

,

используя интегрирующий множитель. Интегрирующий множитель будет:

m(t) = ±eòadt = ±eat+C = ±eCeat = ceat.

Из общего решения (А.10) понятно, что содержащийся в интегрирующем множите-
ле постоянный множитель может быть любым, а значит, можем взять и постоянную 
с = ±еС (содержащую интегральную переменную), равную 1. Получим интегрирующий 
множитель:

m(t) = eat.          ¬ Интегрирующий множитель

Следовательно, общее решение будет:

что полностью совпадает с решением (А.5). Таким образом, если возможно найти ин-
тегрирующий множитель15, то можно довольно просто решить и неоднородное диф-
ференциальное уравнение.

¬  Общее решение неоднородного уравнения

15  Интегрирующий множитель нельзя получить, не интегрируя, поэтому найти его не всегда 
возможно.
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6. снова логистическая модель

Неоднородное уравнение, которое мы рассматривали, изучая метод вариации произ-
вольных постоянных на стр. 146:

          
¬ Неоднородное уравнение (линейное дифференциальное)

Если его немного изменить, то получим:

          
¬ Дифференциальное уравнение Бернулли (нелинейное) (A.11)

При n = 0 это будет неоднородное уравнение, при n = 1 – однородное линейное диф-
ференциальное уравнение. В остальных случаях это будет нелинейное дифференци-
альное уравнение Бернулли. Уравнение Бернулли можно решить методом вариации 
произвольных постоянных, если сначала привести его к линейному дифференциаль-
ному уравнению с помощью замены переменных.

Неоднородное уравнение

Однородное уравнение

Дифференциальное уравнение 
Бернулли

Однородное уравнение, неоднородное уравнение 
и дифференциальное уравнение Бернулли

Если в дифференциальном уравнении Бернулли произвести такую замену зависи-
мой переменной у:

         
 ¬ Замена переменной (A.12)

то можно будет привести его к виду линейного дифференциального уравнения. По-
пробуем это сделать. В дифференциальном уравнении Бернулли (5.11) разделим обе 
части на уn:

 
(A.13)

Однако если обе части уравнения (А.12) продифференцировать по х, получим:
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А теперь из того, что получилось, и из уравнения (А.12), произведя замену в урав-
нении (А.13), получим:

Чтобы стало более наглядно, умножим обе части уравнения на 1 – n:

          
¬ Неоднородное уравнение (линейное дифференциальное)

Получили линейное дифференциальное уравнение. Теперь все в порядке. Неодно-
родное дифференциальное уравнение можно решить либо методом вариации произ-
вольных постоянных, либо используя интегрирующий множитель. Другими словами, 
сделав уравнение Бернулли с помощью замены переменных линейным, мы сделали 
его подходящим для использования уже известных нам инструментов.

На стр. 107, когда мы с помощью разложения на простые дроби решили методом 
разложения переменных дифференциальное уравнение логистической модели, на са-
мом деле это было уравнение Бернулли. Попробуем вспомнить, если Р – это числен-
ность населения, K – это предельная численность населения, m – коэффициент Маль-
туса, то дифференциальное уравнение будет:

Преобразуем его немного:

         
¬ Дифференциальное уравнение Бернулли (нелинейное) (A.14)

и, очевидно, получим дифференциальное уравнение Бернулли при n = 2. 
Разделим обе части нелинейного дифференциального уравнения (А.14) на Р2:

 (A.15)

Произведем замену зависимой переменной Р:

        
¬ Замена переменной (A.16)

Продифференцируем по t:

6. снова лоГистиЧеская модель 225
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Подставим результат в нелинейное дифференциальное уравнение (А.15):

,
       

¬ Неоднородное уравнение (линейное дифференциальное) (A.17)
и получаем линейное дифференциальное уравнение. Это неоднородное уравнение. 
Поэтому используем метод вариации произвольных постоянных. Прежде всего полу-
чим однородное уравнение:

         
¬ Однородное уравнение

Решим его методом разделения переменных:

Проинтегрируем обе части:

         ¬ Решение однородного уравнения (A.18)

Здесь с = ±еС. Заменим с на функцию от времени с(t):
c = c(t).
Тогда решение (А.18) будет:
z(t) = c(t)e–mt.
Подставим это в неоднородное уравнение (А.17):

Проинтегрируем:

Следовательно, решение будет таким:

Глава 5. приложение226
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¬ Решение неоднородного уравнения

Используя формулу (А.16), вернем переменную Р вместо z:

          

(A.19)

Так же как в предыдущем примере, возьмем начальный момент времени t = 0 и чис-
ленность населения в этот момент, равную Р0:

Подставим это в решение (А.19):

.

И получим решение, абсолютно идентичное решению (3.7) на стр. 10816.
Подобно тому, как для достижения одной цели есть разные средства, так и решение 

одного дифференциального уравнения можно получить разными способами. Сначала 
нужно как следует освоить один способ, а затем можно развиваться дальше. Пусть 
способ решения дифференциального уравнения Бернулли (когда мы сперва привели 
его к линейному виду, затем нашли простое решение для однородного уравнения, пос-
ле чего скорректировали это решение так, чтобы оно стало решением неоднородного 
уравнения) станет для вас таким вспомогательным средством.

¬  Решение дифференциального 
уравнения Бернулли

16 Его можно было решить также и методом интегрирующего множителя.

Для достижения одной цели 
есть разные средства!

Чашка риса?!

6. снова лоГистиЧеская модель 227
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